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Die Magnetische Suszeptibilitat der binären 
Legierungen: Erste Mitteilung. 


VON 


K6tTarO HONDA UND TAKE SONE. 


§ 1. Einleitung. 


Vor einigen Jahren haben einer von uns® und M. Owen® die Sus- 
zeptibilitäten der meisten Elemente bei gewöhnlichen, sowie auch bei höheren 
Temperaturen untersucht und einen engen Zusammenhang zwischen der 
Suszeptibilität und dem periodischen System der Elemente gefunden. Da 
die Suszeptibilitäten der meisten Elemente wohl schon bekannt sind, ist 
es sehr wünschenswert, eine systematische Untersuchung über die Sus- 
zeptibilitat der binären Legierungen auszuführen. Dieser Versuch mit 
ferromagnetischen Legierungen ist schon oft gemacht worden. Das, womit 
wir begonnen haben, bezieht sich auf die para-nnd diamagnetischen Legier- 
ungen, über deren Suszeptibilitat sehr wenig bekannt ist”. Wie unten 
gezeigt werden soll, wird ein derartiger Versuch‘® auch zur Kenntnis der 
Struktur der Legierungen, die gewöhnlich thermisch sowie auch mikros- 
kopisch, untersucht worden sind, nicht wenig beitragen. Um die aus der 
thermischen Analyse gezogenen Schlüsse über die Struktur der Legierun- 
gen zu bestätigen und weiter zu erforschen, haben W. Guertler® und W. 
Haken‘® auch die Untersuchungen der Leitfahfigkeit und der thermo- 
elektrischen Eigenschaft der Legierungen ausgeführt. Sie fanden dass sich 
die beiden Eigenschaften dem metallographisch festgestellten Zustandsdia- 
gramm gut anschliessen. Der Vorteil der Benützung der magnetischen 

(1) K. Honda, Ann. der Phys. 32 p. 1027, 1910; Sci., Rep: I p. 1, 1912, Sendai. 

(2) M. Owen, Ann, der Phys. 37, p. 657, 1912. 

BOCH Clifford, Sn-Cu Legierungen, Phys. Rev. 26, p. 424, 1908. C.-E. Mendenhall a. 
W.F. Lent, Bi-Tl, Bi-Te Legierungen, Phys. Rev. 32, p. 406, 1911. 

. (4) K. Honda, Ann. der Phys. 32, p. 1003, 1910. Mendenhall a. Lent, l.c. 


(5) Guertler, Zeitschr. f. anorg. Chem. 51, p. 397, 1906. 
(6) W. Haken, Ann. der Phys. 32, p. 291, 1910. 
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Eigenschaft für den obigen Zweck liegt darin, dass. diese Eigenschaft für 
die para- und diamagnetischen Körper additiv ist, wenn die Legierung nur 
aus einem Konglomerat der Komponenten besteht, und dass die Verbindung 
im allgemein einen bestimmten, von ihren Komponenten unabhängigen 
Wert det Suszeptibilität besitzt. Es wird zweckmässig sein, mit den schon 


métallographisch untersuchten Legierungen anzufangen. 


S 2. Messungsmethode. 


Die Messungsmethode und Versuchsanordnung waren ganz dieselbe wie 
bei der oben erwähnten Arbeit‘, so dass ihre nähere Beschreibung über- 
flüssig ist. Ein neuerdings von Herrn Prof. du Bois verbesserter grosser 
Halbringelektromagnet wurde benutzt. Die Feldkonstanten wurden mittels 
einer Spule von 3mm Durchmesser und von einer äquivalenten Fläche 
von 16,25 cm? durch die Induktionsmethode gemessen. Die folgende 


Tabelle enthält unser Resultat :— 














OH 
se Poy 
Bp Saw e ayer 3064 Gauss 1575 X 10. 
2,5 6682 9,20 
5,0 8498 14,53 
755 9260 17,20 


In dieser Tabelle ist z die durch den Elektromagnet fliessende Strom- 
stärke und /7 die entsprechende Feldstarke in einem Punkt, wo He 
inbezug auf y maximum ist. Die letzte Kolumne enthält den maximalen 
Wert von En diese Werte wurden aus der y=4 mm entsprechenden 
Induktion berechnet. Das zu untersuchende Stück war ca. 0,3—0,5 gr 
schwer. Wie beim früheren Versuch wurde es immer an einer Stelle, wo 
HE maximum ist, aufgehängt und untersucht. 

Der Draht der Torsionswage war aus Silber, 0,173 mm dick und 


30,69 cm lang. Der Torsionsmodul war 2,924x 10 Dyne/cm?. Da der 


(1) K. Honda, lec. 
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Hebelarm 7,10 cm lang war, so betrug die einem Grad Torsion am 
Torsionskopf entsprechende Kraft 

F=0,2059 Dyne™. 
Der Versuch wurde immer bei einer Zimmertemperatur von ca. 20° aus- 


geführt. Die von uns benutzten Metalle sind alle von Kahlbaum geliefert. 


S 3. Antimon-Wismutlegierungen. 


Nach dem Versuch von K. Hüttner und G. Tammann™ besteht jeder 
Regulus der Antimon-Wismutlegierungen aus einem Konglomerat von zwei 
Mischkristallen von veränderlicher Konzentration. Wie man aus Fig. 1, 
Taf. I, sieht, nimmt die Anfangstemperatur des erstarrenden Regulus 
von reinem Antimon bis zu reinem Wismut allmählich ab, während ihre 
Endtemperatur mit abnehmender Antimon-Konzentration sehr rasch sinkt, 
bis sie bei ca. 35% Bi die Erstarrungstemperatur des Wismut erreicht. 
Nachher bleibt sie konstant. Nach der Meinung der Forscher ist das 
vorliegende Realdiagramm kein Gleichgewichtsdiagramm, sondern es 
bezieht sich. nur auf die Kristallisationsverhältnisse unter gewissen Ab- 
kühlungsbedingungen. Die Lage der oberen Kurve soll mit Verkleinerung 
der Abkühlungsgeschwindigkeit etwas hinunter und die untere Kurve stark 
_hinaufriicken. | 

Die Herstellung der Legierungen wurde in folgender Weise ausgeführt : 
Die beiden Metalle wurden zuerst in einer Achatmühle gepulvert. Sie 
wurden dann in der der verschiedenen Konzentration entsprechenden Menge 
zusammen gemischt. Dieses gemischtes Pulver, 5 gr im Gewicht, wurde 
dann in einem Kügelchen aus einem schwer schmelzbaren Glas verschlossen, 
und über den Schmelzpunkt des Antimons hinaus mittels eines Gasofens 
langsam erhitzt. Beim Abkühlen wurde die Probe bis 200°, wo das Regulus 
gänzlich erstarrt, fortwährend geschüttelt. Nach Hüttner und Tammann 
ist dieses Verfahren sehr nötig, weil die Dichte des wismutreichen Kristalles 


schwerer als die des wismutarmen Kristalles ist. Die Abkühlung geschah 





(1) In der oben erwähnten Arbeit, Sci. Rep. 1, p. 8, soll man unter F nicht die einem 
Grad Torsion entsprechende Kraft verstehen, wie dort steht; es ist nur die Direktionskraft. 
(2) K. Hüttner u. G. Tammann, Zeitschr. f. Anorg. Chem. 44, p. 131, 1905. 
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in ca. 3 Stunden. Ein Stückchen wurde aus der so angefertigten Probe 
geschnitten und ihre Suszeptibilität untersucht. Da die aus verschiedenen 
Teilen eines Regulus genommenen Stücke dieselbe Suszeptibilität ergaben, 
so ist zu schliessen, dass die Verteilung beider Kristallarten im so angefertig- 
ten Regulus gleichmässig ist. 

Die Reguli von verschiedenen Konzentrationen wurden in der oben 
erwähnten Weise hergestellt und ihre Suszeptibilität gemessen. Nachher 
wurden die Probestücke nochmals auf eine Temperatur erhitzt, die dem 
Mittel der Anfangs- und Endtemperatur der Erstarrung gleich kommt. 
Die Probe wurde bei dieser Temperatur gegen zwei Stunden konstant 
gehalten und dann allmählich abgekühlt. Die Suszeptibilität der so erhal- 
tenen Reguli wurde um einige Prozent verkleinert, mit Ausnahme von den 
Legierungen mit Io, 20, 80 und 90 Prozent Wismut, bei denen sie unver- 
ändert geblieben war. Nochmalige Erhitzung hat auf die Legierungen 
keine weitere Wirkung ausgeübt; die Reguli schienen einen stabilen 
Zustand bekommen zu haben. Die folgende Tabelle enthält unser Beobach- 


tungsresultat: 

















% Bi Yx 10° % Bi RAD 
O — 0,851 60 — 1,158 
10 — 0,848 70 | — 1,194 
20 — 0,904 | 80 — 1,256 
30 — 0,984 go 4987 
40 009 | 100 — 1,382 
50 | — 1,095 Ze: — 


Die Suszeptibilität reinen Wismuts und die der Wismut-Antimonlegier-" 
ungen waren in dem von uns untersuchten Feldbereich von Feldstarke 
unabhängig. Wie beim früheren Versuch war die Suszeptibilitat des Anti- 
mons, wenn es in dem von Kahlbaum gelieferten Zustand untersucht wurde, 
von der Feldstarke abhängig. Wenn aber das Antimon einmal geschmol- 


. zen war, wurde die Suszeptibilität beträchtlich vergrossert und von der 
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Feldstärke unabhängig. Diese Tatsache kann man so erklären, dass das 
sehr wenige, verunreinigte Eisen beim Schmelzen des Antimons eine 
Verbindung mit Antimon eingeht und daher seine Beimischung auf die 
Suszeptibilität des Antimons keine Verkleinerungswirkung mehr ausübt. 
Diese Erklärung wird noch durch die folgende Tatsache bestätigt. Wenn 
man aus den Suszeptibilitäten des nicht geschmolzenen Antimons in ver- 
schiedener Feldstarke den Wert y,, nach der Formel‘ berechnet 
Klee 

wo o den Ferromagnetismus pro Masseneinheit des Hauptelements bezei- 
chnet, erhält man den Wert, der mit der Suszeptibilität des geschmolzenen 
Antimons, die von der Feldstärke unabhängig war, gut übereinstimmt. 

Es ist hier noch zu erwähnen, dass das gut kristallisierte Antimon 
eine grosse Äolotropie inbezug auf die Suszeptibilität aufzuweisen scheint. 
Eine ohne Erschütterung sehr langsam abgekühlte Probe hat eine schöne 
Spaltflache. Die Suszeptibilitat in der Richtung senkrecht zur Spaltflache 
war sehr gross und betrug — 1,205 x 10”°, während diejenige in der Rich- 
tung parallel zur Spaltflache nur — 0,598x 10”° betrug. Bei den oben 
erwähnten Proben zeigte sich keine Spaltfläche, und die Suszeptibilitäten 
in verschiedenen Orientationen des Kristalles zeigten keinen merklichen 
Unterschied. Die Kristallchen schienen in verschiedenen Richtungen gleich- 
mässig gerichtet zu sein. 

Die diamagnetische Suszeptibilitat der Antimon-Wismutlegierungen 
nimmt mit wachsender Antimonkonzentration bis auf ca. 90% Sb fast linear, 
und dann ein wenig langsam, ab (Fig. ı, Taf. I). Die Suszeptibilitäten 
der Antimon-Wismutlegierungen weichen daher von den Werten nur wenig 
ab, den man aus den Suszeptibilitäten ihrer Komponenten nach der 
Mischungsregel berechnen kann. Die Suszeptibilitäten reinen Wismuts 
und Antimons stimmen mit den früheren Werten‘ gut überein. Nach 


Haken zeigen die Kurven für das elektrische Leitvermögen und die 


(1) K. Honda, .l.c. 
(2) K. Honda, l.c.; M. Owen, lc. 


6 Kötarö Honda and Take Sone. 


thermoelektrische Kraft einen komplicierteren Verlauf”, als man aus dem 
Zustandsdiagramm erwarten kann. ; 
Durch die mikroskopische Untersuchung der Schliffe wurden die metal- 


lographischen Resultate von Hüttner und Tammann bestätigt gefunden. 


S 4, Antimon-Zinklegierungen. 


Die metallographische Untersuchung der Antimon-Zinklegierungen 
wurde von K. Monkemeyer™ ausgeführt. Sein Zustandsdiagramm ist in 
Fig. 2, Taf. I, wiedergegeben. Man sieht, dass darin es zwei Verbindungen 
ZnSb und Zn;sb, und drei eutektische Punkte gibt. Und zwar haben die 
Reguli die folgende Struktur :— 

Die Herstellung der Reguli, 


Legierungen Struktur 5 : 
eo jeder 5 gr. schwer, wurde auch in 





100 — 44,96% Zn | Zu+Zn, Sb ähnlicher Weise wie bei den Anti- 
— 44,96% Z . 


OG ee Fae aes mon-Wismutlegierungen ausgeführt. 


35,48— o Zn Sb+Sb Bei den an Antimon über 70% Sb 








reichen Legierungen war die Her- 
stellung eines Regulus, der eine gleichmässige Verteilung beider Kristal- 
larten hat, ziemlich schwer. Man musste die Reguli vor der Erstarrung 


sorgfältig schütteln. Die folgende Tabelle enthält unser Resultat :— 














% Zn ; Yx 10° % Zn Yx 10° 
O — 0,851 44,96 — 0,281 
— 0,767 50 — 0,274 

10 0,710 60 — 0,217 
20 — 0,546 70 — 0,204 
30 — 0,351 OR — 0,173 
35,48 — 0,304 99 — 0,163 
40 — 0,285 100 —O,145 











Die Suszeptibilitat reinen Zinks stimmt mit den früheren Werten‘ 





(1) W. Haken, Le. 
(2) K. Mönkemeyer, Zeitschr, f. Anorg.-Chem. 43, p, 182, Aa 
(3) K. Honda, l.c. M. Owen, Le. 
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gut überein. Die Werte der Suszeptibilität der Verbindungen sind ungefähr 
halb so gross wie die Suszeptibilität, welche sich aus den Werten beider 
Komponenten nach der einfachen Mischungsregel zusammensetzt. 

Dem Zustandsdiagramm entsprechend muss sich die Suszeptibilität 
zwischen den Konzentrationen 100 —44,96% Zn, 44,96 — 35,48% Zn und 
35,48—0% Zn linear ändern. Tatsächlich finden wir in der y—Konzen- 
trationskurve in Fig. 2, Taf. I, die drei Kurvenäste AB, BC, CD, die fast 
geradlinig verlaufen. Wir schliessen daher, dass das Zustandsdiagramm 
Mönkemeyers durch die vorliegende magnetische Untersuchung bestätigt 
gefunden ist. Die mikroskopische Untersuchung der Schliffe wurde auch 


ausgeführt und das Mönkemeyersche Resultat konstatiert. 


§ 5. Antimon-Aluminiumlegierungen. 


Die metallographischen Untersuchungen der Antimon-Aluminium- 
Legierungen wurden von H. Gautier™, W. Campbell und T. Mathews ausge- 
führt. Die Legierungen haben alle bedeutend höhere Schmelzpunkte als die 
der beiden Komponenten. Wie man aus Fig. 3, Taf. I, sieht, hat die Schmelz- 
kurve zwei Maxima, von denen das eine (18,4% Al) einer Verbindung 
Al Sb entspricht, während die Forscher die Existenz der andern Verbindung 
bezweifelten. Prof. G. Tammann™ hat die Existenz des zweiten Maximums 
durch die Tatsache erklärt, dass die Verbindung AlSb sich sehr langsam 
im geschmolzenen Zustande aus ihren Komponenten bildet. Nach ihm haben 
sich etwa 34 der ursprünglichen Emulsion von Aluminium und Antimon 
in 30 Minuten bei der Expositionstempratur von 1100° miteinander verbunden. 

Das Gemisch aus Aluminium und Antimon von verschiedenen Konzen- 
trationen, jedesmal 5 gr, wurde in einem Porzellanrohr in dem elektrischen 
Ofen Tammann’s geschmolzen. Die Expositionstemperatur war 1050°— 
1100°, und die Dauer betrug 30 Minuten unter der -Atmosphäre von 
Wasserstoff. Für den der Verbindung entsprechenden Regulus dauerte 


die Expositionsdauer eine Stunde. 


(1) H. Gautier, Contribution a l’etude des alliages, p. 112, 1901. 
. (2) W. Campbell u. T. Mathews, Journ. Am. Chem. Soc. 24, p. 259, 1902. 
(3) G. Tammann, Zeitschr. für Anorg. Chem. 48, p. 53, 1906. 
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Die mikroskopische Untersuchung der Schliffe hat gezeigt, dass der 
der Verbindung entsprechende Regulus nicht ganz homogen war, sondern 
dass man von den grauen Kristallen der Verbindung noch die kleine 
Menge der Aluminium und Antimonkristalle unterscheiden konnte. Dies 
zeigt, dass der Verbindungsprozess sehr langsam vor sich geht. Die Menge 
der grauen Kristalle nahm aber von der Seite reinen Antimons zum 
Regulus mit 18,4% Al zu und dann von diesem bis zum reinen Aluminium 
allmählich ab. 


Da das Aluminium viel leichter ist als das Antimon, so waren die 
erhaltenen Reguli, trotz dem fortwährenden Rühren der Schmelze, nicht 


gleichmässig. Wir haben daher von jedem Regulus 3 Stücke ausgeschnitten, 


das erste von der obern Schicht, das zweite aus der Mitte, und das dritte 
von der untern Schicht. Als das endgültige Resultat wurde das Mittel 


von diesen 3 Beobachtungen genommen. Bei den aluminiumarmen Legier- 
ungen waren die Abweichungen der Suszeptibilitat von dem Mittel sehr 
klein, dagegen bei den aluminiumreichen Legierungen ziemlich gross. Die 
maximale Abweichung betrug etwa 10 Prozent; doch entsprachen die 
Werte dieser drei Beobachtungen genau der Reihenfolge der Schichten. 


Die folgende Tabelle enthält unser Resultat: 





% Al 1x 10° % Al 1x 10° 
O —O,851 70 +0,241 
IO. — 0,579 80 +0,318 
18,4 — 0,400 90 + 0,500 
40 | —0,150 ICO +0,612 
60 + 0,124 














Wie man aus der Tabelle und Fig. 3, Taf. I, sieht, ist die Suszep- 
tibilitat der Verbindung AlSb viel kleiner als diejenige, die man aus 
ihren Komponenten nach der Mischungsregel berechnen kann. Zwischen 
0— 18,4% Al soll der Kurvenast geradlinig verlaufen. Wenn das zweite 
Maximum der Schmelzkurve keiner Verbindung entspricht, so soll man 
zwischen 18,4— 100% Al auch einen linearen Verlauf der Kurve haben. 


Diese Ergebnisse sind in der Tat durch den vorliegenden Versuch bestätigt 
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gefunden. Die Suszeptibilität reinen Aluminiums stimmt mit den früheren 


Werten® gut überein. 


§ 6. Antimon-Tellurlegierungen. 


Die metallographische Untersuchung der Antimon-Tellurlegierungen 
von Fay” hat gezeigt, dass Antimon und Tellur eine Verbindung Sb, Te, 
mit einander bilden. Die Verbindung hat keine Löslichkeit für Tellur ; 
aber die Verbindung und Antimon bilden mit einander eine lückenlose 
Reihe von Mischkristallen (Fig. 4, Taf. 1.). 

Die Reguli wurden in folgender Weise hergestellt: Das Gemisch des 
Antimons und Tellurs von bestimmter Konzentration, 0,5 gr im Gewicht, 
wurde in einem Kügelchen aus schwer schmelzbaren Glas verschlossen, 
und bei ca. 800° 30 Minuten lang erhitzt. Dann wurde sie langsam 
abgekühlt. Für die drei vorhergehenden Legierungspaare haben wir 
jedesmal 5 gr beider Komponenten zusammen geschmolzen. Mit nur 0,5—1 
gr beider Komponenten konnten wir einerseits Material spären und anderer- 
seits das Ganze als Probestück benutzen. 


Die folgende Tabelle und Fig. 4, Taf. I, enthalten unser Beobachtungs- 





resultat :— 
'% Te 1x 10° % Te 1x 10° 
oO —O,851 55 — 0,298 | 

— 0,622 61,37 — 0,303 
10 — 0,321 70 — 0,326 
15 a 100 80 ; ORs 
20 — 0,098 90 — 0.3041 
25 --0,095 95 — 0,308 
30 —0,119 100 — 0,294 

40 — 0,185 














Die Suszeptibilität reinen Tellurs stimmt mit derjenigen der früheren 





(1) K. Honda, l.c. M. Owen, Le. 
(2) Fay, Am. Chem.Jour. 27. 
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Forscher gut überein. Die Änderung der Suszeptibilitat der Antimon- 
Tellurlegierungen mit der Konzentration ist eine solche, wie man sie aus 
dem Zustandsdiagramm wohl erwarten kann. Die diamagnetische Sus- 
zeptibilitat der Verbindung Sb, Te, ist ein wenig grösser als die des reinen 
Tellurs. In den Konzentrationen zwischen 100—61,6% Te bestehen die 
Reguli aus der Verbindung und reinem Tellur; so muss die y— Konzent- 
rationskurve hier einen linearen Verlauf haben. In den übrigen Konzent- 
rationen hat man eine feste Lösung, so dass sich die Suszeptibilität von 
der der Verbindung zu der reinen Antimons mit einer Kurve ändern muss. 
Diese Ergebnisse sind vorzugsweise durch den vorliegenden Versuch 
bestätigt gefunden. Haken“ hat auch bei der Konzentration der Verbindung 
ein hervorragendes Maximum in der Leitvermögen-Konzentrations- oder in 


der thermoelektrischen Kraft-Konzentrationskurve gefunden. 


§ 7. Zinn-Tellurlegierungen. 

Nach den metallographischen Untersuchungen von M, Kobayashi,” W. 
Biltz und W. Mecklenburg‘ bilden. Zinn und Tellur eine Verbindung 
SnTe miteinander. Sie bildet mit ihren Komponenten keine Mischkristalle 
(Pigsts Label. 

Die Reguli, jeder 0,5 gr schwer, wurden in ähnlicher Weise wie die 
Antimon-Tellurlegierungen hergestellt, Die folgende Tabelle und Fig. 5, 


Taf. II, enthalten unser Beobachtungsresultat :— 











% Sn 1x 10° % Sn 1x 10° 
O -— 0,294 48,24 —~ 0,386 
5 — 0,306 55 — 0,326 
14 — 0,318 79 0,214 
30 — 0,342 90 _. 0,056 
43 — 0,365 100 For 
45 — 0,380 

















(1) Haken, 1. c. 
(2) Kobayashi, Zeitschr. f. Anorg. Chem. 69, p. I, 1911. 
(3) Biltz u. Mecklenburg, Ibid. 64, p. 226, 1909. 
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Die Suszeptibilität reinen Zinns stimmt mit den früheren Werten gut 
überein. Die Verbindung hat eine diamagnetische Suszeptibilität, die 
beträchtlich grösser ist als die des Tellurs. An beiden Seiten der Ver- 
bindung ändert sich die Suszeptibilitat der Legierungen bis zum reinen 
Metalle linear, in Uebereinstimmung mit dem Zustandsdiagramm. Haken 
hat auch bei der Konzentration der Verbindung einen Knick in der 
Leitvermögen-Konzentrations- oder in der thermoelektrischen Kraft- 
Konzentrationskurve gefunden. 

S 8 Zinn-Bleilegierungen. 

Nach der Untersuchung von P. N. Degens‘” bilden die beiden Kom- 
ponenten keine Verbindung mit einander, und die erstarrten Reguli bestehen 
aus Zinn- und Bleikristallen. Jedes dieser Kristalle ist in geringem Grade 
in der jeweils andern Komponente in fester Lösung enthalten. ‘Die Grenze 
fester Lösung von Blei in Zinn liegt der Meinung dieses Forschers nach 
bei 0,21 Atomprozent Blei, während diejenige von Zinn in Blei bei 12 
Atomprozent Zinn liegt. (Fig. 6, Taf. II). 

Die Reguli, jeder 0,5 gr im Gewicht, wurden, wie bei den obigen 
Versuchen, in einen Glaskügelchen verschlossen, und bei ca. 500° eine 
halbe Stunde lang erhitzt, und dann allmählich abgekühlt. Unser Resultat 


ist in der folgenden Tabelle und in Fig. 6, Taf. II, wiedergegeben :— 














% Sn 1x 10° % Sn 1x 10° 
100 +0,022 50 —0,047 
go + 0,010 30 —0,074 
80 = 0,005 | 10 — 0,102 
64,05 — 0,024 O —O,110 











Ubereinstimmend mit dem Zustandsdiagramm haben wir die Anderung 
der Suszeptibilitat der Zinn-Bleilegierungen. Die Suszeptibilitat des Zinns 
nimmt mit zunehmender Bleikonzentration fast linear ab bis zu reinem 


Blei. Entsprechend der festen Lösung von Zinn in Blei sehen wir bei 





(1) Haken, lec. , : 
(2) Degens, Zeitschr. f. Anorg. Chem. 63, p. 207, 1909, 
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den bleireicheren Legierungen mit IO—-0% Sn eine etwas langsamere 


Abnahme der Suszeptibilität. 


S 9. Wismut-Tellurlegierungen. 


Die Konstitution des Systems Wismut-Tellur wurde von Monkemeyer™ 
untersucht. Die Schmelzkurve ist in Fig. 7. Taf. II, angegeben. Die 
beiden Komponenten bilden mit einander eine Verbindung Bi, Te, Auf 
jeder Seite der Verbindung zeigt sich das Eutektikum. Mönkemeyer 
konnte auf den Abkühlungskurven das Auftreten eutektischer Haltepunkte 
zwischen den Konzentrationen 53,2 und 42,8% Te nicht mehr nachweisen. 
Es ist wahrscheinlich, dass die Verbindung die beiden Komponenten ein 
wenig in sich löst. 

Die Herstellung der Reguli, jeder 0,5 gr schwer, war dieselbe wie 
bei den obigen Systemen. Die beiden Metalle wurden in einem Glas- 
kügelchen verschlossen, bei ca. 600° eine halbe Stunde lang erhitzt und 
dann allmählich abgekühlt. In folgender Tabelle und in Fig. 7, Taf. II, 


sind unsere Resultate angegeben :— 

















% Te are % Te 1x 10° 
O — 1,350 45 — 0,349 
0,5 — 0,950 46,5 | — 0,429 
1 —0,891 47,86 — 0,477 
5 — 0,832 50 — 0,388 

10 — 0,704 56 —Oy345 
20 — 0,638 60 — 0,330 
30 — 0,461 70 — 0,310 
35 — 0,398 86,09 — 0,288 
40 — 0,286 100 — 0,294 
43 0,320 





Die Verbindung hat einen eigenen Wert für die Suszeptibilität. Auf 


der Tellurseite der Verbindung nimmt die diamagnetische Suszeptibilität 


(1) Mönkemeyer, Zeitschr. f. Anorg. Chem. 46, p. 415, 1905. 
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von der Verbindung bis ca. 53% Te schnell ab; und von dieser Konzentra- 
tion bis zum reinen Tellur ändert sich die Suszeptibilität fast linear. Auf 
der Wismutseite nimmt sie gleichfalls bis auf ca. 41% Te schnell ab. 
Von da an bis 1% Te nimmt sie fast linear zu. Die weitere Zunahme 
der Suszeptibilität bis auf reines Wismut ist sehr steil ; die diamagnetische 
Suszeptibilität reinen Wismuts fällt mit einem Zusatz von nur 0,5% Te 
von —1,375x 10” zu —0,95x 10° herab. Aus dem obigen Resultate 
können wir wohl schliessen, dass die Verbindung ca. 6% Te und ca 7% 
Bi in sich löst, und dass sie ihrerseits ein wenig in reinem Wismut gelöst 
wird. Die erste Folgerung stimmt mit der aus metallographischen Unter- 
suchungen gefundenen Tatsache Mönkemeyers gut überein ; aber die zweite 
ist metallographisch noch nicht bestätigt. Bei dem oben erwähnten 
Löslichkeitsgebiete muss die y—Konzentrationskurve wie folgt verlaufen. 
Die diamagnetische Suszeptibilität muss sich von reinem Tellur bis ca. 53% 
Te linear ändern ; von 53% Te bis zur Verbindung und von der Verbindung 
bis auf 41% Te muss sie sich in einer Kurve ändern. Von 41% Te bis 
auf ca 1% Te muss sie sich linear und weiter in einer Kurve ändern. 
Diese Ergebnisse sind durch vorliegenden Versuch bestätigt gefunden. 
Haken® hat auch eine ähnliche Änderung für das Leitvermögen und die 
thermoelektrische Kraft bei der Verbindung und bei der sehr geringen 
Konzentration von Tellur beobachtet. 

C. E. Mendenhall und W. F. Lent® haben auch die Suszeptibilität 
des Systems Wismut-Tellur untersucht; aber sie haben keinen hervor- 
ragenden Punkt auf der y—Konzentrationskurve fiir die Verbindung 
gefunden. Vergleicht man aber ihr Resultat mit dem unseren, so sieht 
man sofort, dass ihre Punkte in der Nahe der Konzentration der Verbin- 
dung zu wenige sind, um die betrachtliche Anderung der Suszeptibilitat 


bei der Verbindung nachzuweisen. 


§ 10. Zusammenfassung der Resultate. 
Die’ Untersuchung der magnetischen Suszeptibilitäten der Systeme 
Antimon-Wismut, Antimon-Zink, Antimon-Aluminium, Antimon-Tellur, 


(De Hlakensl. c. 
(2) Mendenhall u. Lent, Phy. Rev. 52, p. 406, IgI1. 
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Zinn-Tellur, Zinn-Blei, Wismut-Tellur, hat somit ergeben, dass die Ver- 
bindung einen eigenen Wert der Suszeptibilität hat, den man aus denen 
der Komponenten gar nicht schliessen kann. In der y— Konzentrationskurve 
kommt daher die Verbindung als ein hervorragender Punkt deutlich zum 
Vorschein. Der Verlauf der Kurve zwischen den Verbindungen und den 
Komponenten ist ein geradliniger, wenn es keine Mischbarkeit gibt. In 
den Gebiete, wo die zwei Komponenten mit einander mischbar sind, ist 
der Verlauf der Kurve im allgemeinen eine Kurve. Die Bestimmung der 
Suszeptibilität der Legierungen kann somit in vielen Fällen zur Stütze 
des metallographisch gefundenen Zustandsdiagramms mit Vorteil verwendet 
werden. Für diesen Zweck sind daher die Unteresuchungen der Suszeptibilität 
vorteilhafter als die des elektrischen Leitvermögen und die der thermoelekt- 


rischen Kraft, wie die vorliegende Arbeit es zeigt. 


‘var. 


Fig. 1. Fig. 3. 
Sb - Bi Legierungen Sb -Al Legierungen 









































Fig. 2. Fig. 4. 
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On the Susceptibility of Soils and Sands. 
BY 
Hıromu TAKAGI. 


The following experiment was undertaken as preliminary work for 
getting some idea of the magnetization of the earth-forming constituents. 
The susceptibilities of sands and soils are, so far as I am aware, quite 
unknown. It is, however, to be remarked that Birkeland™ calculated 
the mean specific susceptibility of the earth to be about 0.015. Prof. A. 
Tanakadate, of the Tokyo Imperial University, was so kind as to furnish 
me with numerous samples of soils and sands, which he had collected 
during his magnetic survey™ (1893-1896) in Japan. The apparatus used 
in my experiment was the same as that used by Prof. K. Honda and 
myself for determining the susceptibility of ferromagnetics at high 
temperatures, so that its detailed description is superfluous. A small half- 
ring-electromagnet of the du Bois type was used, and the strength of the 
field and its gradient along the vertical line through the middle point 
between two poles were measured by an induction-method. The maximum 
value of 7 Le , where 7 is the field strength and 3 is taken vertically 
upward, was found at a point 17 mm. above the axial line of the 
electromagnet and was almost independent of the field. To avoid the 
irregularity due to the residual magnetism of the electromagnet, a current 
of 3 Amperes was beforehand passed through the magnet in opposite 
sense, and then an increasing current was applied in ordinary sense and 
the measurements were made. The following table contains my results for 


the maximum values of 7 with respect to 2: 








(1) The Norwegian Aurora Poralis Expedition 1902—1903, p. 237, paris, 1908. 
(2) Jour. Coll. Sci. 14, 1904, Tokyo. 
(3) K. Honda u. H. Takagi, Sci. Rep. I, p. 230 , Sendai, 1913. 
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Current A H 
I Amp. 1074 Gauss 0.34 X 10° 
2 2039 1.340 
3 2543 2.035 
4 2851 2.553 
5 3096 2.996 


In order to investigate the susceptibility at high temperatures, the 
same electric furnace as in the experiment above referred to was used, and 
the temperature was in the same way measured by a platinum and platinum- 
rhodium thermoelement, which was calibrated by the melting points of pure 
tin, lead, zinc, antimony, and copper. 

A small cylindrical cup of the hard glass (volume= 118 mm?) was 
used for taking the specimens therein. To this cup, two fine platinum 
wires were fixed; by means of them the cup was attached to the lower 
end of a narrow porcelain tube. This tube was vertically fixed to one end 
of the horizontal arm of the balance, as in the former experiment. 

Each specimens was powdered in a porcelain mortar and then well 
mixed in order to obtain a homogeneous substance. A suitable quantity 
of the specimen was chosen for the experiment. It ranged from 0.1 gr. to 
o0.01gr. For each. specimen, four sets of observations corresponding to 
four different portions of the same specimen were taken, and as the result 
of this, I took their mean. 

In a few cases, the four sets of values differed considerably from each 
other, but there was generally a fair amount of coincidence. 

The susceptibility in low fields was also measured in IO representative 
specimens ; the method followed was the well known magnetometric one. 
A vertical position of a magnetizing-and compensating coil was here adopted. 
As the amount of deflection was small, the compensation of the magnetizing 
coil was carefully done. The volume and the weight of specimens in a 
cylindrical glass-tube were measured and its mean density calculated. 


The specific susceptibility y is given by the ordinary formula, 
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sen OS I a eee et 
is 2as pH +2,12] sea 
2 = Z 


where b is the horizontal component of the earth-field, 0.2901, 
s the sectional area of the specimen, 2.688 cm.}, 
d the scale distance, 152.7 cm., 
| p the density of the specimen, 1.0—1.5, 
2/ the length of the specimen, 11.1—20.9cm., 
ff the intensity of the magnetizing field, o—209 Gauss, 
n the deflection of the scale, 
r the horizontal distance between the magnetometer and the 
axial line of the specimen, 24.85 cm., 
e the difference of heights of the magnetometer and the middle 


point of the specimen, 7.2—12.3 cm. 


Since the magnetization of the specimens was very small, we need 
not take the demagnetizing force into account. It is also to be noticed 
that for weak magnetizable substances and for the dimensions of the 
arrangement used in my experiment, the intensity of magnetization is almost 
independent of the volume of the specimen, if the mass be constant. 

The susceptibilities of the specimens in low fields were found to be 
nearly constant, so that they may be considered as their initial values with 
regard to the field. 

To determine the constituents of the soils and sands, the specimens 
were first well washed with water, to remove any trace of organic substances. 
The preparates were then made, by fixing them to a glass plate by means 
of Canada balsam and polishing them with fine garnet powder on an iron 
plate. Mr. S. Ebuti of the Geological Institute was so kind as to determine 
the constituents of the specimens with a microscope. 

In the following table I—II, the constituents of the specimens are 


given! 
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Table I. 
~ Constituents Home Magnetite 
Plagioclase Augite Hypasthene Remarks 
Specimens | tae 2 
Osyatinai much — —_ little 
Tiribetu much — traces | little 7.4 
Kamaisi half traces _ half 0.1 More than half decom- 
posed mineral. 

Isinomaki little — traces little 
Kuji much traces traces little 0.0 
Kesennuma — — — = 
Sironuka much — very little | traces 0.0 
Wakamatsu half traces traces little 0.2 Decomposed mineral. 
Sakata ‘much — — traces 0.0 Decomposed mineral. 
Murakami mearly all — a traces 0.4 
Nikkö nearly all ==. traces traces 4,8 
Töno little traces — little 0.7 | Nearly all ground mass. 
Hirosima Inearly all traces — traces 0.2 
Hukuyama not little — _ not little 0.4 Nearly half ground mass. 
Tajima nearly all — = traces 1.9 
Mihara much = u very little 0.3 Few ground mass. ' 
Yamagata nearly all = traces traces 0.6 
Tyurui much z traces Itttle 1.6 
Tomakomai ‘above the half} — little not little 7.9 
Nobuka much = traces little 1.0 
Otasoi much — - little 9.5 
Soratipt little traces traces traces 0.2 Decomposed ground 

mass of porphyrite 
Sitata nearly all as = little 0.0 rocks 
Iwanai little traces traces traces 0.6 
‘Tosaseki nearly all BGE = much 3.8 
Syuttu nearly all — _ little 0.0 
Moyoro much traces = little 4.8 
Hukusima much _ traces | not little 3.4 
Sarupt nearly all — — half 18,0 
Oguni much = — aes 0.1 Ground mass-+ decom- 

posed rock. r 

Watari much —_ = little 0.0 Ground mass. 
Tugawa little very little — traces 1.0 


| 
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Table 


II. 



































Constituents 2 
Plagioclase aie Augite Hypasthene Bee Remarks 

Br blende % 

Ono % traces traces 1% 33.0 

Menıuro much traces traces | little 13.0 

Syorusam = — == = = Unknown. 

Yonezawa much traces traces | little 0.8 

Miyako much — — — 1.6 Decomposed mineral. 

Anazawa much _ = nearly all 122 

Awano half _ — _ 0/47) Decomposed mineral. 

Sapporo nearly all _ _ much 0.3 

Otu nearly all == = much 0.1 Few decomposed mine- 
ral. 

Syoya much _ _ very little 0.5 

Nemuro _ _- little little 0.2 Ground mass. 

Hakodate half _ traces | nearly all| 36.0 Ground mass. 

Abuta nearly all = little little 14.0 Ground mass-+ decom- 
posed mineral. 

Siriuti much _ little little 27 Ground mass + decom- 
posed mineral. 

Yamaguti much em much much o.1 Ground mass. 

Otaru nearly all = much much 1.2 

Iwamizawa much — traces | much 0.0 

Tuwano nearly all — — half o.1 

Hunama nearly all — — traces 0.1 

Namie very little — — nearly all 0.0 

Hagi nearly all ses == x | much 0.0 

Tadami — — -- nearly all o.1 

Murozumi much — — much 0.0 

Sinryü ? — — — 0.0 Andesite ground mass ? 

Niigata nearly all _ little much 0.3 

Sibettya nearly all — — much 0,4 

Asyoro nearly all _ — very little 0.7 

Arima nearly all — — much 0.0 

Mori 

Setana 

Urakawa 

Kutö 
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The specific susceptibilities of the different specimens are given in Tables 
III and IV and in Fig, 1—10, Pl. I—II. 


initial values of the specific susceptibilities were also measured. This result 


In the case of ten specimens, the 


is given in Table V and in Fig. 9 and 10, Pl. III. 






































































































































Table III. 
x 10° 

H Yamagata. Tyurui | Soratipt | Iwanai Tugawa | Niigata | Kutö | Syorusam 
1074 | 393 665 | 196 419 | 769 | 630 | 505 | 107 
2039 | 239.5 351 113 233 496 412 318 68.0 
2543 1 208. | 5311 99:3. + 199 1419 352 269 | 59.4 
2851 |. IgO 280 90.3 182 394 316 245 55.4 
2005.#178 265 85.7 168 369 294 | 228 50.2 

1x 10° 

lal Syuttu | Otasoi Oguni Abuta | Hunama | Tawano | Sibettya | Syoga 
1074 | 27.8 1820 | 109 855 128 79.3 410 385 
2039 1773 1030 64.8 573 Fa 47.7 241 244 
2543 16.1 858 50.3 501 BT.Z WAL, 206 208 
2851 1574. 20809 48.9 | 463 | 56.4 38.5 188 IgI 
3096 | 14.8 7ı9| 45.6] 437 53:5 | 34-1 176 176 

1.10) 

FT Asyoro | Siriuti Sarupt Watari | Anazawa | Hagi Namie | Kesennuma 
1074 | 643 356 989 94.2 | 434 | 169 | 178 940 
20200, 374 225 623 6.4.2230 BD 108 574 
2543 | 288 191 530 50.0 203 9.45 89.6 498 
2851 | 272 176 474 46.6 | 185 9.04| 2799| 454 
3096 | 257 166 4403) 4A Ome 73 8.46| 75.9] 424 

x 10° 

H Otaru | Nemuro |. Awano |Yamagata|Hakodate| Sinryü | Sapporo | Iwamizawa 
1074 | 790 316 45.0 45.2 4050 260 632 - 261 
2039 | 464 181 32.6 27.5 2030 154 394 18.9 | 
2543 | 396 | 155 29.4 | 25.0 | 1720| 134 | 330 16.9 
2851 361 142 24.7 23.4 1560 121 304 15.9 
3096 | 338 133 26.4 22.3 1450 1.17, 283 1522 
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Table IV. 


“4x 10° 








H Hukusima|) Nobuka | Yonezawa | Töno Tajima | Isinomaki | Tadami | Arima 














1074 | 435 1097 285 272 | 338 4450 | 153 3.52 



































2039 253 640 168 102-5. 205 2430 96.4 | 3.58 
2543 216 527 144 A501 176 2050 SOON 13:72 
2851 197 - 481 134 133 161 1870 DUB. 3.92 
3096 | 184 445 125 1264 „152 1740 72.8 3.98 
N EEE) FE Eee) EEE 
W XO, 
H es Sakata Mihara | Miyako IFioliyama ren as: Murakami 
107421.°1310'| - 230 161 1400 BIO 232 89.0 304 


2039 | .757 | 136 89.9 817 674.10 34.0812 61.051.179 
2543 603 116 78, 696 576 30.1 55.9 143 


2851 586 107 69.1 634 5:43 27.8 51.7 134 


3096 557 99.5 64.1 591 49221.4220:2 50.2 127 



































































































































yx 10° 
H Mori Setana Ono Kuji ER Nikko | Tiribetu | Moyoro 
1074 | 7190 | 701 3375 | 2099 | 3060 Se Are 379 
2039 | 3920 | 419 1750 | 1160 1720 000.1773080° 1. 226 
2543 | 3350 | 363 | 1500] 996 | 1450 774 | 3340 197 
Gus lone 3040.1. 331 1320" 007 7.1310 697 | 3000 » | 178 
3096 | 2840 | 309 | 1240 | 844 | 1210 Cee eos tiawte TOS >, 
nn dan aa Er a aa LEE ae (| 
PALO: 
isl Sitata | Murozumi Otu Memuro | Siromuka | Wakamatu Tosasela Urakawa 
1074 | 10.5 27.8 39.4 738 i860 1040 502 403 
2039 O24.) 14,9 2a.O: ADT 1020 589 273 250 
2541 0732, 1 21.8 >|. 357 852 501 234 208 
2851 8.451. 252.4 20.1 333 780 449 214 190 
3096 | 8.49| 11.7 19.1 299 725 402 IgI 178 
m lan le u NE ee Er ee 
Table V. 
Initial value of the susceptibility yx 10°: 
Sarupt | Abuta | Tugawa | Otaru |Sapporo | Hakodate} Siriuti Twamizawa | Niigata | Kuto 
gaa, ‚050 520 | 480 | 400 | 4840 | 230 50 250 | 450 
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All the specimens show similar changes of susceptibilities with regard 
to the magnetizing field. In strong fields, the susceptibility decreases with 
an increasing field, but this decrease becomes always less. The value of 
susceptibilities ranges from several thousands to some tens in 10° unit. 
From observations made with 10 specimens, we ascertained that the 
susceptibility has generally a maximum in a low field of several hundreds. 
The curve of the y—field is very similar to that of ferromagnetic bodies, with 
a quantitative difference that the field of the maximum susceptibility is 
here much larger. The maximum value of the initial susceptibilities in 
different specimens was about 5x 10°, which is much smaller than Birke- 
lands’ value of 15 x 10%, 

The change of susceptibility at high temperatures was also investigated 
in the case of ten representative specimens. The results are given in Tables 
VI and VII and in Fig. 11—14, Pl. III and IV, 




















Table VI. 
Sapporo Hakodate Niigata 
m = 0,0918 gr. 71 =0,00040 gr. m=0,1786 gr. 
to) x X 106 | 4 | xX 108 Z 1x 106 £ xx 108 t x X 108 £ xXx 108 
| | | i 
13:24.103068 2725408 | 233 | 21.1) 5050 | 518 | 516 17.0, 61, 7e205 21T 
56 350 574- |) "9.16 |: 27... 5030 18 537 1. ,212 89 75.1 | 548 | 9.90 
85 | 340 |-605 | 3.35| 49 | 4840| 558| 136 | 127 | 722 | 552 | 804 
107 335 | 54% | 233 | 81 |4700 | 584) 55.8 | 174 |. 69.6 | 586 0.82 
151 320 | 489 | 988 |139 |4440 | 559 70.1 | 221 66.4 | 524 1.05 


| 288 | 478 | 115 [187 | 4190| 523 | 309 278 60.0 | 467 25.5 
232 2722 | 453 | 14 231 |4o00 | 481 1392 | 201 57-6 | 458 27.4 
257 258 | 416 | 190 |270 | 3750| 445 | 2090 | 310 54.8 | 409 36.7 
306 216 | 400 | 203 316 3420 | 388 | 2770 | 346 48.6 | 354 45.6 
344 169 285 285 368 2985 | 382 | 2885 | 305 42777 Wle259 52.5 
376 135 271 291 1398 | 2670) 310 | 3470 | 409 39.4 | 211 57-1 

















411 108 | 244 305 444 2109 | 232 | 3910 | 429 36.104 125 62.4 
428 100 225 316 469 | 1758 | 137 | 4420 | 446 32.1 14.4| 80.4 
458 89.6 | 135 382 487 | 1480 44 | 4920 | 465 26.7 

468 86.5 820102373 496 11604| 2152| 5070 

498 63.341572.) 377 . [508 778 





508 55.4 15.6| 382 
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Hukuyama Magnetite Yamaguti 
m=0,0182 gr. m=0,00274 Sr. m=0,1174 gr. 
Zz xX 106 t 1X 108 2 RO 7 yx 10° 2 1x 106 zt | xx 106 
| | i 
19° | 500 | 575° | 24.8 | 324° | 1395 | 523° | 146 150 hae pee 5.81 
92 460 | 581 10.7 }°378 | 1272 | 530 87.2 | 84 23.4 | 554 3.87 
155 442 | 548 46.7 | 416 | 1092 | 539 55.0 | 129 277.190 2.58 
229 | 404 | 471 | 110 | 443 | 926 | 540 51.5 | 236 | 18.5 | 517 7.38 
289 366 | 450 129 | 466 796 | 570 6.28 | 259 $630) ).429 8.17 
344 | 314 | 386 164 | 488 | 589 | 543 37-2 | 297 14.0 | 373 | 11.6 
401 25841:317 212 | 498 453 | 519 158 321 IZee 229 17.0 
477 | 149 |268 | 233 | 504 | 352 |478 | 607 |355 | 107 | 163 | 190 
513 89.2| 126 276 | 510 270 | 447 926 431 RE Melde 20.6 
559 40.1| 16.5| 309 | 514 215 | 418 | 1092 475 7:09 | 43 21.7 
























































Table VII. 
Oguni Nikkö Öno 
m=0,0903 gr. m=0,0493 gr. m=0,0182 gr. 

Z 1x 106 z 1x 108 £ 14x 106 z 7X 106 t 7x 108 z ¥ xX 106 

18° Re OumAG TO: | wird. 12.°9| 527 | 588 7.08 | 13.9| 850 512 47.2 
51 51.3 | 540 S780 1250. 01 5142| 523 51 501.6 | 71% | 633 564 | 24.8 
101 47.3 | 503 5.34 [121 | 494 | 450 | 213 88 | 605 513 67.5 
129 45-7 | 570 4.79 }181 | 465 | 380 | 305 101 593 465 | 117 
178 44.5 | 599 2.05 |257 413 | 288 393 163 525 411 212 
199 43.2 | 502 10.8 [319 | 357 | 221 | 436 248 441 336 | 390 
252 40.1 | 468 15.0 1394 277281220 440 261 431 263 504 
289 38.1 | 446 17.5 1442 225 162 469 301 360 193 585 
303 36:5 | 439 | 19.5 1493 | 155 | 85 | 506 337 269 149 | 563 
335 32.2 | 418 19.7 1527 91.4 18.7 523 383 142 77 | 684 
371 25.6 |414 | 208 |574 16.7 | 415 107 18.2| 849 
397 18.5 | 357 23.4 434 95.6 
420 272 0341 24.2 
425 21.6 | 267 28.5 
430 21.6 | 155 35.8 
436 zo et 30 37.6 
460 18.0 | 146 45.0 
485 14.5 














From the figures given above we see that in all the specimens tested, 


the susceptibilities rapidly decrease with increasing temperature. 


Ata 
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temperature, which ranges from 580°—600°, the value of the susceptibilities 
of all these specimens becomes very small. The magnetite separated from 
a Hakodate specimen gave 575°C for this temperature. F. Rinne“ found 
the same value for a magnetite, P. Weiss® gave a value of 700° C for 
a pure artificial magnetite. It seems then very probable that the relatively 
strong magnetic Constituents in soils and sands are the iron compounds. 
When the specimens were gradually cooled from the highest temperature 
attained, we found generally a reversible change of susceptibility with 
respect to temperature. 

In conclusion, it is my duty to express my great indebtedness to Prof. 
K. Honda, under whose direction the present work was carried on, and 
also to Prof. A. Tanakadaté for his kind permission to avail myself of his 
valuable collections of specimens, and to Mr. S. Ebuti, who kindly 


determined the constituents of the specimens. 


(1) F. Rinne, Cent. fiir Geo. Min. u. Pal. p. 294, 1902. 
(2) P. Weiss a. G. Foéx, Arch. des Sci. phys. et nat. 31, No. 2, p. 89, 1911. 
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Iwamizawa 
Iwanai 
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Mihara 
Miyako 
Mori 
Moyoro 
Murakami 
Murozumi 
Nobuka 
Namie 
Nemuro 
Niigata 
Nikko 
Oguni 
Ono 


eS To SS oe par OY SE ee Sh OE) SS ORS OE ME ON BE 


iS} OF -PLACES 


| ae ES Se Mel Fd ot od & 


a 


h 


% 
ps 


I 2 He 


{il 


iE rire 


so 
fe 


Se) 


A ce SG AT SEN HH 


NAHE 











Osyatinai 
Otaru 
Otasoi 
Otu 
Sakata 
Sappore 
Sarupt 
Setana 
Sibettya 
Sinryu 
Siriuti 
Sironuka 
Sitata 
Soratipt 
Syorusam 
Syoya 
Syuttu 
Tadami 
Tajima 
Tiribetu 
Tomakomai 
Tono 
Tosaseki 
Tugawa 
Tuwano 
Tyurui 
Urakawa 
Wakamatu 
Watari 
Yamagata 
Yamaguti 
Yonezawa 


tS 


N all 
Pr) 


— 
Ly 
_ 


Timm 


zl 


A 


FHS SOM RR RASS SHH SH SERBS 


SE 
= 

























































































Fy 





| mir 
seesae ar) 011 
ZH 






































emean7m 
oh bauer ki’ 


or TH 
UNIVERSITY 0 


Y 


1E 


F ILLINOIS 





[el Be HE 


x 
fond 
























































iS) 
iS) 
by) 





Ss 


S 
N 











IS} 
oO 
Ey 











8 





















































| 























1000 





Ss =) z oO OS 
8 Oo S 8 
u % N = 


is) S iS) > 
8 S 8 
SN o “ 








deed Ke VAG 

































































SUUESENEE 


N 


BEER BSE 
peer TER 








N 
BR 











4 te j 
N 9 /| 
& ! 
1 


|| AA BEN 
COCA A 
ee 
PERVERT Eth 
So eye cds 
CO 











ins 
=e 

a al 
4 
1 
Pr 





























te ett 
| lie lig 











90° 








Sun he REN ee 
44 mm aise 
k Be "ait bl | . 
S| SER o 
=‘ - 1 - 
a ee = oars : 
zn = N R 
3 3 ° S So 3 Ss > 
q Si S = Ss S S Ss 
5 > 3 S S 











Thermomagnetische Eigenschaften einiger 
Elemente. 


VON 
Koraro HONDA UND TAKE SONE. 


$ı. In den Intervallen, die zwischen unseren Untersuchungen der 
Suszeptibilitat der Legierungen mehrmals lagen, wurden die Thermo- 
magnetischen Eigenschaften einiger Elemente untersucht. Die Beobach- 
tungsanordnung war dieselbe wie die der vorhergehenden Arbeit”, in der 
die Einzelheiten der Versuche bei gewöhnlicher Temperatur schon mitgeteilt 
wurden. In folgenden werden daher nur einige Punkte in bezug auf die 
Versuchsanordnung bei höheren Temperaturen angegeben. 

Der elektrische Ofen bestand, wie früher, aus einem Porzellanrohr 
von Iomm. lichter Weite, welches mit einem 0,6 mm. dicken Platindraht 
in 4 Windungen pro cm bifilar umwickelt und darüber mit Kaolinkitt und 
Asbest versehen wurde. Die Temperaturen längs des ofens wurden von 
Punkt zu Punkt mit einem Thermoelement bestimmt. Die folgende Tabelle 


enthält unser Resultat :— 








Unterhalb der Mündung 40 50 60 70 75 80 85 go mm. 


Temperatur 1032.1 1067.9 1037.7 1099.7 1103.3 1102.3 1102.2 1099.8 ° 





Wir konnten also das Vorhandensein eines sehr flachen Maximums in 
der Temperatur-Höhenkurve konstatieren. Das zu untersuchende Stück 
wurde immer unter der Atmosphäre von Stickstoff an einer Stelle, wo die 
Temperatur eine hinreichend gleichmässige war, untersucht. Die Temperatur 
des Probestücks wurde in derselber Weise wie früher bestimmt ; die Eichung 
des Thermoelements wurde mit den Schmelzpunkten von reinem Zinn, 


Blei, Antimon und Kupfer ausgeführt. 


- (1) & (2) K. Honda u. T. Soné, die vorhergehende Arbeit. 
(3) K. Honda, Sci. Rep. I, p. I, 1912. 
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$ 2. In folgender Tabelle ist die Suszeptibilität einiger Elemente unter 


gewöhnlicher Temperatur angegeben :— 

















Suszeptibilitat yx Io® 
Elemente Phy. Zustand Bezugsquelle 
Honda-Soné Honda Owen 
C Diamant, Oktaeder | Kimberley — 0,438 — 0,49 
5 Rhomben- 
dodekaeder ” en 
S Rhombisch Kahlbaum — 0,476 —0,48 — 0,485 
Pulver ff — 0,416 
Stangen bs — 0,444 
Getallter Schwefel 43 — 0,422 
Mn Guss I x 070% +10,6 + 8,93 
„sl > + 10,1 s 
Er Pulver » +22,4(0 ) a + 22,3(0 ) 
Rb Regulus és +0,088(co ) — +0,076(00 ) 
Se Metall 9 — 0,304 ) — 0,31(00 ) — 0:32 | 
Os Pulver Ry +0,074 +0,039 + 0,048 

















Graphit: yx 10° 











Bezugsquelle 6-zählige Achse || Feld | 2-zählige Achse || Feld | 2—6 zähl. Achse_1 Feld 
Ceylon I — 12,2 — 4,52 +0, 28 
Ceylon II — 14,0 —6,1 — 2,2 
New York — 8,1 —4,2 —- 0,24 
Kamaisi, Rikuzen —15,0 —4,72 — 0,23 








Fir Diamant, Graphit, Schwefel, Mangan und Osmium waren die 
Suszeptibilitaten von der Feldstarke unabhangig. Die andern Elemente 
hatten die von der Feldstarke abhängige Suszeptibilität; für sie wurde 


daher LE nach der Formel 


A "62 Jarra , 
berechnet, wo H die Feldstarke und # die Ferromagnetisierung pro 
Masseneinheit des Hauptelementes bedeuten. 
Die von uns untersuchten Diamante hatten die schöne Kristallform ; 


die eine war das Oktaeder und die andere das Rhombendodekaeder. Sie 
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waren 0,466 und 0,260 gr. schwer. Die Suszeptibilitat war von der 
verschiedenen Orientierung des Kristalles unabhängig. Sie stimmt mit den 
früheren Werten“ gut überein. Die Suszeptibilität kristallisierten Schwefels 
ist dieselbe wie die bei den früheren Beobachtern™. Der pulverige Schwefel, 
der Schwefel in Stangen und der getallte Schwefel haben etwas kleinere 
Suszeptibilitäten als die des kristallisierten. Für Mangan hat man bisher 
verschiedene Werte des Suszeptibilität gefunden. Unser Resultat stimmt 
mit dem von einem von uns gefundenen Wert™ gut überein, aber es ist 
ein wenig grösser als der Wert Owens”. Gebhardt” hat einen viel 
grossern Wert 42.5 x 10”° erhalten. Seckelson“ und P. Weiss” haben für 
Mangan eine ferromagnetische Modification gefunden. Die Suszeptibilitäten 
des Erbiums, Rubidiums und Seleniums fallen mit den Werten Owens” 
zusammen. Die Suszeptibilitat des Osmiums ist grösser als die bei den 
frühern Beobachtern®; der Owensche Wert ist das Mittel der zwei andern. 
Wir haben vier Probestücke des Graphits von verschiedener Bezugsquelle 
untersucht. Ihre Suszeptibilitäten waren von der Feldstärke unabhängig. 
Wie man aus der Tabelle sieht, zeigt der Graphit eine grosse Aolotropie 
inbezug auf den kristallographischen Achsen. Die diamagnetische Sus- 
zeptibilitat in der Richtung senkrecht zur Spaltfläche, d, h. die in der 
Richtung der 6-zähligen Achse ist am grössten, die in der Richtung 
der 2-zähligen Achse kleiner, und die in der Richtung senkrecht zu den 
2- und 6-zähligen Achsen am kleinsten. Beim Ceylon-Graphit I findet 
man für den kleinsten Wert der diamagnetischen Suszeptibilität einen 
positiven. Wenn auch diese positive Suszeptibilitat von der Feldstarke 
_ unabhängig war, ist es doch höchst wahrscheinlich, dass dieser Paramagne- 
tismus dem verunreinigten Eisen zuzuschreiben ist. Da die Wirkung des 
Eisens nach allen Richtungen gleichgültig ist, müssen die Suszeptibilitaten 


in andern Richtungen um denselben Betrag wie die in der Richtung 


(1), (2), (3), (4) K. Honda, Sci, Rep. I, p. 1, 1912. M. Owen. Ann. d. Phys, 37, p. 657, 1912. 
(5) Gebhardt, Inaug. Dissert. Marburg, 1909. 

(6) Seckelson, Wied. Ann., 67, p. 37; 1899. 

(7) P. Weiss et H. Kamerlingh Onnes, Jour. de Phys., 9, p. 555; 1910. 

(8), M. Owen, 1. c. 

(9) K. Honda, l.c. M. Owen, ].c. 


” 
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senkrecht zu den 2- und 6-zähligen verkleinert erscheinen. Für Ceylon- 
Graphit hat Herr Owen“ schon die grösste Suszeptibilitat —15x 10° 
gefunden ; er hat auch bemerkt, dass es eine grosse Aolotropie zeigt. 

§ 3. (a). Mangan. 

Nach dem Versuch von einem von uns’ nahm die Suszeptibilität des 
Mangans mit zunehmender Temperatur beträchtlich zu. Herr Owen™ hat 
dagegen gefunden, dass beim Erhitzen die Suszeptibilität bis auf ca. 1050° 
fast konstant bleibt und dass sie bei dieser Temperatur eine diskontinuierliche 
Zunahme zeigt und nachher wieder unverändert bleibt. Es war daher sehr 
wünschenswert, den Versuch mit Mangan noch einmal zu wiederholen. 

Zwei Manganproben wurden von uns untersucht. Nach der chemischen 


Analyse enthalten sie die folgenden Verunreinigungen :— 








| Mangan I Mangan II 
Fe % 1.18% 1.16% 
Al | 0.70 3127 
Si 0.44 „9:59 . 
Cu 0.29 0.32 











Die beiden Proben sind nach der Methode von Goldschmidt angefertigt ; 
daher ist es wohl verständlich, dass sie ziemlich viel Aluminium enthalten. 
Die erste Probe wurde von einem von uns seiner Zeit in Berlin untersucht 
und von ihm hierher mitgebracht. Bei Zimmertemperatur haben die 
beiden fast dieselbe Suszeptibilität, und ihre Werte sind von der Feldstärke 
unabhängig ; die Änderungen der Suszeptibilitat bei höheren Temperaturen 
sind aber für die beiden Proben gänzlich verschieden. 

Wie man aus Fig. 1, (a) and Fig. 3, (a) sieht, nimmt ‘die Suszep- 
tibilitat der Probe I bis auf ca. 550° wenig ab und .dann allmählich 
zu. Dies stimmt mit dem früheren Resultat® überein. Beim Abkühlen. 
verhält sich die Suszeptibilität sehr verschieden. Für einige Proben war 

(1) H. Owen, l.c. 
(2), (4) K. Honda, 1. c. 


(3) M. Owen, 1. c. 
(4) K. Honda, 1. c. 
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die Änderung der Suszeptibilität fast reversibel. Für andere nimmt die 
Suszeptibilität mit sinkender Temperatur bis ca. 520° stetig ab. Dann 
nimmt sie sehr schnell, fast diskontinuierlich, zu [Fig. 1, (b), (c)]. Die 
nachherige Zunahme der Suszeptibilität ist auch sehr gross. Wir hatten somit 
verschiedene Werte für die Suszeptibilität: des einmal erhitzten Probe- 
stückesbei Zimmertemperatur; z.B. y = 60.0, 84.0, 127, 298, 642 x 10* 
u.s.w. Sie sind alle von der Feldstärke abhängig, wie z.B. Fig. 2 zeigt. 
Das Stück mit der grössten Suszeptibilität wurde noch einmal bis auf 675° 
erhitzt. Die y-Temperaturkurve ist in Fig. 1. (f) angegeben. Mit steigender 
Temperatur nimmt die Suszeptibilität schnell ab, und bei 470°-520° fällt 
sie fast diskontinuierlich ab. Von 530° bis 675° bleibt sie konstant. - Bei 
der Abkühlung ändert sich die Suszeptibilität ähnlich wie bei der Erhitzung, 
und die Suszeptibilitat bei Zimmertemperatur wird noch beträchtlich 
vergrössert, [Fig. 1. (g)]. Das zweite einmal erhitzte Stück wurde auch 
bis auf 1150° erhitzt und abgekühlt [Fig. ı. (e), (d)]. Die Änderung der 
Suszeptibilitat bei der Erhitzung ist ähnlich wie bei der letzten Probe; aber 
die Suszeptibilität nimmt mit abnehmender Temperatur immer mehr zu, ohne 
eine diskontinuierliche Zunahme aufzuweisen [Fig. ı. (d)]. Bei der noch- 
maligen Erhitzung und Abkühung erfolgt die Änderung der Suszeptibilität 
fast reversibel. 

Das oben erwähnte komplicierte Verhalten der Suszeptibilität scheint 
nicht eine dem Mangan eigentümliche Eigenschaft zu sein. Dies ist in 
folgender Weise zu erklären: Das verunreinigte Eisen ist dem Mutter- 
metalle nicht gleichmässig verteilt. Es bildet mit Mangan ein eisenreichen 
Mischkristall, welches sich wieder in Mangan löst. Diese feste Lösung ist 
paramagnetisch, wie es oft in andern Fällen® vorkommt. In dem uns von 
Kahlbaum gelieferten Mangan, befindet sich das Eisen in diesem Zustand. 
Wenn aber das Probestück einmal auf eine sehr hohe Temperatur erhitzt ist, 
wird das eisenreiche Mischkristall aus der festen Lösung wieder ausscheiden 
und bei der Wiederabkühlung ungelöst bleiben. Die fast diskontinuierliche 


Zunahme der Suszeptibilität bei ca. 500° ist vielleicht die Umwandlungstem- 


(1) K. Honda, Ann, der Phys. 32, p. 1003, 1910. 
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peratur dieses eisenreichen Mischkristalles. Der Wert der Suszeptibilität des 
Mangans nach einmaliger Erhitzung hängt somit von der unreinigenden 
Menge des’ Mischkristalles ab. Da das Mischkristall in Mangan nicht 
gleichmässig verteilt sein könne, so ist es nicht zu verwundern, dass es 
wirklich für die Suszeptibilitat verschiedene Zahlen angibt. Wird das 
Probestück zu einer höheren Temperatur erhitzt, dann wird das Mischkristall 
sich wieder immer mehr in Mangan lösen, und daher wird die Suszeptibilität 
bei Zimmertemperatur kleiner werden [Fig. 1, (e), (d)]. Die ähnliche 
Annahme“ ist schon früher von einem von uns ausgesprochen. 

In Fig. 3 (b) ist die „-Temperaturkurve der Probe II angegeben. Mit 
steigender Temperatur nimmt die Suszeptibilität bis 800° sehr wenig ab, und 
dann nimmt sie zu. Bei 1030° wächst die Suszeptibilität diskontinuierlich, 
und nachher bleibt sie konstant. Dieses Resultat stimmt mit demjenigen 
Owen’s gut überein. Beim Abkühlen weicht die y-Temperaturkurve von 
der beim Erhitzen nur wenig ab, und -die Suszeptibilität bei Zimmer- 
temperatur wird um 5% vergrössert. 

Der obige Unterschied der Temperaturwirkung auf die Suszeptibilität 
beider Proben des Mangans ist in folgender Weise erklärlich: In der Probe 
II, die ziemlich viel Aluminium enthält, bildet alles verunreinigte Eisen 
mit Aluminium eine paramagnetische Verbindung FeAl,, während in der 
Probe I das Aluminium nicht in genügender Menge vorhanden ist, um alles 
Eisen eine Verbindung eingehen zu lassen, und daher befindet sich ein 
grosser Teil des Eisens im eisenreichen, magnetisierbaren Mischkristall. 
Die diskontinuierliche Zunahme der Suszeptibilitat bei 1030° kann man 
als eine dem Mangan eigentümliche Änderung nicht ansehen, weil sie nur 
bei der Probe II beobachtet wurde. Unserer Meinung nach steht diese 
Änderung wahrscheinlich mit der paramagnetischen Verbindung FeAl, in 
Zusammenhang. Nach der Untersuchung von A. G. C. Gwyer® ist 
der Schmelzpunkt dieser Verbindung ca. 1150°. Wenn die Verbindung 
etwas Mangan in sich löst, so ist zu erwarten, dass der Schmelzpunkt 
der Verbindung niedriger ist als der reinen Verbindung. Es ist nicht 


(1) K. Honda, Sci. Rep. 1. c. 
(2) Gwyer, Zeitschr. f. Anorg. Chem. 57, p. 126, 1908. 
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unwahrscheinlich, dass die Suszeptibilitat der Verbindung beim Schmelzen 
zunimmt. 

Aus dem vorliegenden Versuch konnen wir schliessen, dass die 
Suszeptibilitat reinen Mangans mit steigender Temperatur zuerst fast 
konstant bleibt und dann beträchtlich zunimmt. 

(b) Ceylon-Graphit. (Y=— 21.6x 10° | Spaltfläche) 

In Fig. 4 ist die X-Temperaturkurve von Ceylon-Graphit angegeben. 
Mit steigender Temperatur nimmt die diamagnetische Suszeptibilität stetig 
ab, und bei 1200° ist sie nur 1/5 des ursprünglichen Wertes. Bei der 
Abkühlung ist die Zunahme der diamagnetischen Suszeptibilität zuerst 
geringer. Von 600° an beginnt sie beträchtlich abzunehmen, und bei 390° 
‚verschwindet sie gänzlich. Bei weiterer Abkühlung nimmt die paramagne- 
tische Suszeptibilität stetig zu, und bei Zimmertemperatur erhält das Graphit 
eine Suszeptibilitat von +6,8x 10”. Die Änderung der Suszeptibilität bei 
nochmaliger Erhitzung fällt mit derjenigen bei der letzten Abkühlung fast 
zusammen. Bei der zweiten Abkühlung weicht die Suszeptibilität von der 
bei der letzten Erhitzung etwas ab. 

Das oben erwähnte merkwürdige Verhalten der Suszeptibilität nach 
einmalger Erhitzung ist vielleicht, wie beim Mangan, dem verunreinigten 
Eisen zuzuschreiben. Vor der Erhitzung existiert das Eisen in einer festen 
Lösung im Graphit. Durch einmalige Erhitzung zu einer sehr hohen 
Temperatur wird das Eisen frei und daher mehr magnetisierbar werden. 
Der knick bei 600° in der y-Temperaturkurve entspricht wahrscheinlich 
der magnetischen Umwandlungstemperatur dieses Eisens. Dass diese 
Temperatur um ca. 100° niedriger ist als die entsprechende Temperatur 
beim Stahl, ist wohl erklärlich durch die Annahme, dass das verunreinigte 
Eisen eine kleine Menge des fremden Stoffes in sich löst. Die Tatsache, 
das die paramagnetisches Suszeptibilitat des einmal erhitzten Graphits 
beträchtlich von der Feldstärke abhängig ist (Fig. 5), spricht zugünsten 
der obigen Auffassung. 
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On a Diophantine Approximation. 
BY 
SoicH!t KAREYA. 


It is well known that’, for an arbitrary system of real numbers a, 
Qa, eeeee%m, We can always find a system DEINtEQcts tg, Aaestess “and 2 
for which all the numbers 

Ar a2, Ag — Ah, secession. » Xn — Anz, 
may be made as numerically small as we wish. 

In the first part of this note, I shall prove that the above expressions 
can approach indefinitely any real numbers 4, da, ...... db, respectively. 

In the second part, I shall apply the above result to make a continuous 
correspondence between the group of analytic functions with a single 
variable and that with many variables. 

In the third part, I shall treat the most general case of the problem, 
proposed by Prof. C. Neumann™, the simplest case of which has already 
been solved by me®, This discussion is based upon the result shown in 


the first part. 
Part I 


1. Consider x groups MW, Wi, ......W, of real numbers whose 
magnitudes are all less than a given constant %, their elements corresponding 


to cash other in the following manner: 


(2) If the numbers w,,, Wapy ...++++++Wy, be the corresponding elements 
Va N aw oe ca v'es'v W,, respectively, then the numbers 
Wy ZMWıt M Wat eoccccrccccccees + M,Wır, 
We = M1 We tNWEHt veevers Wieasvee 1 Miia, 
WWF MW Peessercecess a FR 


(1) H. Minkowski,. Geometrie der Zahlen. p: 108. 
“ (2) Leipziger Berichte. 64, 1912. p. 121. 
(3) Töhoku Math. Journal Vol. III, No. 2, 1913. 
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are also a system of corıesponding numbers in 14, W,, .........W, res- 


pectively, provided that 27, 923, ......72, are all integers and | zo], ||, 


...... 





w, | are all less than &. 
(72) For an arbitrary positive number ö there exists a system of 
corresponding numbers 72, Ws, ......0, in W,, Wr, ......W, respectively, 


such that 
o< | wa) <0, .0< | wy] <0, ...+.500.0< | Cogn 


Let us call this correspondence the Zinear correspondence of the x 
groups which has the end point 2. 


Take » systems of the corresponding numbers 


N REN. in W, 
Wa; Woo, coccvccescccsec clon, in W, 
LU BEE set nay in W, 


N 


whose magnitudes are all less than some positive constant 





k + 
and 
n 
take 2 planes 
Wy Hy Wit ts 000 aan nt bit jy tate 
Wo Mek Weta Hiss cles cacdauness tte cette ZU De 


.„.....0.0.0.0.00.0,a0s02 202 0e72 0 PER EEE SHEFF SHEE HEHE SEE OT ES 


20,8 Wyott cated este ana sentria 


in the space of z dimensions, which pass through the origin. 
These z planes divide the whole space into 2” regions, determined 


by the positive and negative sides of each plane, provided that the 


determinant 


Wy Wi2 sonranseonennenrernenrennnenenenellUjn 
wo « Wg coccccvccvccscccccscccesccesesecs Won 
Wry , Wryyrccsserccccscccsesccevescsscscsvesses Uy 
in not zero. 
If we consider the lattice-points (Gitterpunkt) in this space of 


dimension, the diagonal distance of the lattice is evidently equal to „rn and 
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hence a hypersphere with the diameter 4/2 must contain at least one 
lattice-point. 

Now take one of the above 2” regions, say the region determined by 
the positive sides of all planes, then the hypersphere with the diameter 
yn , which touches these planes at the positive side, contains at least 
one lattice-point whose perpendicular distances to the planes will be all 
less than 7/z . Let the co-ordinates of this point be 


A=M,, Ay = Mg enunneenreene cin — Mans 


all 7s being integers. 


The distances of this point to the planes are respectively 


MW + MW sense MW 


: a revert <e 
V/ (t5 + + ect Win) ER { 


which are all less than 4/7 ; and hence we get 
vn VW twrt.......t Win) > MMW + M2 39+ ee Nm 


I 
x : Ö 

But since the magnitudes of all ws are less than —— we must have 
n 


Vvlwantwat een EINER .+22,)< 





therefore 


N 
= MUT WloW o> cecseccscece + Min 0, 
N 
Wg MyWry HF MWgg + suoroenenrur nee + MnWon QO, 


N 
Qi FW Mong Fs cceasrecess Tt My Wyn < Ov 


“Since the point 
A=MmM,, AM, seernnren rennen er esi ty —My 


lies on the positive side of all planes, the numbers w,, zz, +... W, are 
all positive, and they form a system of corresponding numbers in 
le esses V,; 

The above reasoning can be applied to other regions of the space, so 
the sign of w,, w,, ......zu, may be any permutation of positive and negative. 


Thus we get the following theorem : 
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Theorem 1. If in a linear correspondence of n groups at least one 


determinant 


Wit wg Coen cesee renden ernennen sera nen tin 
Wo Wo A 0.66.6 60.6,6.nls's a a)s viele seialee estas Omeiecor 
COM H COTES HEH OHETEH OC OEHEH HL EEHHHHTE HOLE ZEN DIE 


Wry Wrygeecrecccesrsrccvcetccsceseseseves Unn 


7s mot sero, where each column consists of a system of corresponding 


0 
numbers whose magnitudes are less than a constant ——, then there exists 
N 


a system of corresponding numbers Wy, Wz, z..... 0, each of which has a 
prescribed sign and is less than 0 in its magnitude. 

2. It is well known™, that if z,, a, ......@, are real numbers and & 
is positive number not greater than unity, then there exists at least one 
system of integers X, X, ......7. and ¢ having no common divisor for 
which 





a2) <k, |a 22 <A aieeeae in ae (1) 


Let us assume that there is no system of integers Jy, Pi, ....+-2n, Which 


are not zero at the same time and satisfy the equation 


Do + Prt + Pile 4 revssrerssssssccee + Dun =O, © (2) 


I 
and let & be less than cae 
Put, in inequalities (1), 
X,—aAysS= 4, X2z— ALS = Wp, soetescesrerdyn AS =W,. 


Then the values of 41, X, .........2, are uniquely determined when ¢ is 


given, for, if 
2 — t °C rd 
X,—-a,2> Wry x —a2= u; | ; | a 4, | 20, | << 4, 
we must have 


(1) H. Minkowski. Geometrie der Zahlen. p. 108. 
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|4,—4/ | <1, ise), a 


Again, when one of ws is given, the value of z is uniquely determined, 


for, if 

4,-ag=wW, x/—a,3'=wW, 
then (4,—+4/)—afze—2')=0, 
and hence, by assumption (2), 

ore, EN 


Thus we can consider each system of 71, 2, ....2.0. Wy satisfying 
inequalities (1) as the system of corresponding numbers in the group 
W,, W, eeeree W,,. 


If there are 7 systems 


Hy A274 Wy, Ay — AaB F Woajyrerveeeee- oe ty A, 21 Wyy, 
1948 =Wj, Hg Asa Wage eevee. end? 4,32 Wa 
-—-—.  .n..... vu ....na„ nn... „nun... .„..y„_.a..a.an...0n0.0a0 PP 1000 O0 FE PETER 


a2 Wp, Lap Gi Ws ernennen Lng u Wraps 
satisfying inequalities (1) and 92, #23, ...... m, are all integers such that 
| 21g | = yyy + Mtg jg + .000.. + 1%, Wi | < %, TED PO, 
then we have 
[20%] =| (700g E12 oX jg + ovncee tM Hip) a lm FMH er... 4,2, )| <A 


Thus the system 7, 7, ...... 7, satisfies (I), consequently it forms a 
system of corresponding numbers in WM, W,, ...... Wy. 
Moreover, by the first mentioned facts (1) and (2), there exists a system 


Bsnterersur, rt, -s-...%, and 2 such that 
eer a6 <0, 0< 2 -08| <0, *...00e.--0< | %,— 2,2 <0, 
SMe <0, O< [20g (<0, seen. 0<| Wy | <9, 


for any given positive number 0, however small it may be. 
Thus our groups 701, 22, «.-...++-2, are in the linear correspondence. 


The determinant given in theorem 1, is 
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U Wp sereneoncnadee. Uy, 
Wo, Woo a ccccersecesces an 
.v.........anss.......u.—.re20.0.0000% 


Wri Wyg weccccvesvcever inn 


Ay GF Aa 4138 “ons nnere in  Alon 
Ay Ag81 Ada AgS gq vorrerrrenn tn" Ayan 
„.-..........„.„.„.......„..„.„....2.00 210 ver ra 9 ro 908 


Ani = Ay21 Ang == A132 ........ Linn oe, Qnén 


Suppose this determinant to be always zero when all |w|s less 
7) ; . : E : ae 
than -——. Then, since this determinant is a linear expression of a4, a, 
n 
......@, With integral coefficients, all the coefficients must be zero by 


assumption (2), so also the absolute term 


V1 Ya vecreccccceerecser Ay, 
Va X29 ccccccccc ser crecceton 
.».......u......00...........:.H0er000.s.# 


Ant Ang sossenrareeonenneetgn 
Expanding A, with respect to its first column, we have 
A,X, + Agta + ee ceed tat ae Oe 


where A, Ay, ......4, are all integers independent of 74, %y, ae 
Thus we get . Der 
Aw + Agios + evccccscssee + A, Wn 

Alan — 4481) + Al — 4921) + 00000. + An( Hpi — Apt) 
en AO ee er teeny se esech se iaGa ls 


Making ||, ||, «+s... | W,ı | sufficiently small, the left hand 
side of this equation becomes sufficiently small and since 2, is always 


greater or equal to unity, it follows 
Ais + Ado t sesreseecces+ Any=O, 


and consequently 


ar A=0; OS ea 4 e 
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Taking the equation 


1X9 X92, eorcccccessseeetgn 


2 X39 X; Sonnen nenseorectzy 
At — —“O, 


-.....2.r0..,.0.n.0.0.0..2..0n.......... 


Tn2 - Ans weecerececccsoetnn 


and expanding with respect to it first column, we can similarly get the 


equation. 


43 Pere ccrccecereseves eet, 
SOO THH OSH SOHTETEOE ESSE DEH DOH ES = 0, 


Anz „or. nero 00er 0« nr 


and so on. Finally we obtain 
An = O, 


which is impossible when we make z,,, sufficiently small. 


Therefore the determinant 


Wnt Wi2 Sentoneeronereerenenennenen iy, 
Ws Woo oceccveceserececceceeresese yy, 
PROP ee Peer eseoseoere ett ESTER 


I en sme Susan ties sas dhe ee. ZU ap 
is not zero for certain systems of ws which are numerically less than 


WE Thus by theorem I., we get the result: 
= 


Theorem 2. If a1 Ay sevreceesAn are veal numbers such that there is 
no system of integers py Pry +... +-.Dn which are not zero at the same time 


and satisfy the equation 
Pot PrAyt Pode t +. - er... Fin =O, 


then for an arbitrarily given positive number 0, there exists a system of 


INEEGENS X, Hoy veoveseeety, and 2 for which 


Pare US| < In sarees OS: <ö, 











o< | 44—a,2 | = 0, Os 


Ag—dy? 


and each of 11-412, Ag—422, u ty —an2 has prescrited sign. 
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3. Now consider an expression 
H- mal) 

where 1, 2 and a, have the same meaning as before and d, is an arbitrary 
real number. And suppose |/,| can not be smaller than a positive constant 
0, whatever may be the integers x, and z, then there must be a lower 
limit of |f,|, say 7, such that, for a suitable choice of x, and z, |f,|—r 
becomes less than any positive number e. 

By theorem 2., there exist the systems of integers 7, 2 and mz’, x’ for 
which 

= 2) |— 
|g, | =| w,—a,n| < 27, | oy | =| am’ an! | << 2r 

and 0:9 >0; Mann: 

Let e be smaller than each of |g, | and | g,%|, and the correspond- 


ing expression of /, be 
4 <a den, Kerze 
I 7, >.0, then 





A+ G19 = | + mal) alt=] |g ll <1, 
that is la a2-4|=|Al<r | 
where wer rm Beet 


which contradicts the supposition. 
Next if /4/’< 0, then 


[AL + G1] =|! + 0) — ,(2' + 2) — 4,|= |e - |All < 7, 
that is lm -a2-4|=|A|l<r 
when | =A! +m, 2= 24%; 


which is also contradictory. 


Thus we know that the magnitude of the expression 
2 ar Oy — bz; uf 


can be made smaller than any given positive number 0. 


Next consider 5 linear forms 
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Hrageb=f, %— 03 — Og= Ph, oo... A, Do Op = a 


and suppose that | |, |% |, --.-.. |f>-1| can become less than a positive 
number 0, and, for the same value of z, |/,| can not be less than 0. 
Let the lower limit of |, | be 7 which is evidently greater than or 
equal to 6, then, for certain values of 4, 2, ...... %, and 2, ,|\-r can 
become less than a given small positive number e, while | {|< 9, |A|< 6, 
Beret fp 11<.0. 
By theorem 2., there exists a.system of integers m, My, ...++ My and 


zn for which 


= va Aott|< 0, ..... |Pp| =| 272, —ayn|<d, 





9, | =|, -aml< 0, |p% 


and 9, Po, cove ¢, have prescribed signs. The number of systems of 
corresponding linear forms which have the different permutations of signs 
is 2”. Let them be 


g™, ge Pore eer ee seers er eeeasseeees ce i) 
(2) (2) (2) 
7 Yo .......................000. YP» 
( ( ( 
Re Og OD oeicge cicncss Vie chn' duets cs Pp” 


Let ¢ be smaller than all of these magnitudes and the corresponding 


mmamessions of f-be 7,’, So ...++. » where 


A <o, Ya. h<?, | N lf Ir <e 


ae. 9,” whose signs are opposite to those of 4’, Ar, 


Bee: » respectively, and take the linear forms 


Arto®= 1 Si + GY =fs, N Pl +P = As 


then /, evidently is of the form +,—a@,z—6, and we can easily show that 





WO: Ele Jp 4.0 -and | 7, |<r, 
which contradicts the supposition. 
Therefore we must have a system of integers 44, X, ......2 r, and z for 


which |fJ|, [A], ......... |Z] are all less than 0. Thus by mathematical 


induction, we get‘ the following result: 
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Theorem 3... IRQ, Ay. versuch are such real numbers that there is no 
system of integers poy Pry ++++..Dn which are not zero at the same time and 


satisfy the. equalion. 


Pot PrA1 + D282 F ee FPnIn=O; 3 

and if by, bay ssccersseby. are arbitrarily given real numbers, then for any 
positive number 0 there exists a system’ of integers x, Kı'..e...m and 2 for 
which Er 


bm as —b| <4, |3-a5-4<0, wenns l<d. 





Just the same method of proof enables us to infer the following 
general. theorem: - ey - 

If a correspondence of n groups of real numbers is such that when two. 
SYSLEMS, Ay, Ay :rneerQy and: bi, Oy. ze....dn are system of corresponding, 
numbers, the third system (a,+ 6), (a3+ 4), +... (an+0,) 15 also @ corres- 
ponding system, and that there exists always a system of corresponding 
NUMDENS Cy, Cyy zurre.Cn each of which has a prescribed sign and is numerically 
less than any given constant; then, for any system of veal numbers ky, ke, 
wesseckn and for any positive number 0, there exists a system of real numbers 


Ay, Ao, veeeeey in the groups for which 


aj— hy | <8, |a-2|<0,  .:.:e eee 


Putting, in theorem 3, 


i 


a= 





» N fe Po 
= , a,—f., AO=ZE, 7=I, 2, ecccerdl, 
0 n 


the condition in the theorem becomes such that: there is no system of 


integers fo, Pi +++++-fn Which are not zero at the same time and satisfy 


the equation 


I 


Do% + Pırı + BRETTEN On == Os 


Such system @, 4, ousaeeln is said to be linearly independent. Therefore 


we can express the theorem in another form: ar, >, a, 


Theorem 4. If OQ, Oy, ».....d„ are real numbers, linearly independent, 
and PB, Pa, +.....P„ are arbitrarily given real numbers, then for any positive 


number € there exists a system of integers x, Xz ......1, and 2 for which 
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I — OS —A<E [un —-aE— Pal < Ey: vee 03 un = Ey: ~ Bal< &. 
If in this theorem, a, a, ......@,; are linearly dependent, that is, 


RN ceccccsccvocccctercee + DO, 


then we artist have 





(ASG pr Se EN 
a ay 0 
hence, if we "add together the inequalities multiplied by 21, pos ayy 


respectively, we shall get 


SF, 


TESA 





Z pet + pa! pi 


. - : x 3; 
Since e may be ikea era, this ine quality means that 3 y, 7 
i=1 0, 





is an integer, that is ß,, Ps, ......8,:can not be -arbitrary. : Therefore, zx 
order Pu Bo, »..... m Lo be arbitrary it is necessary that Gy, un soe. ao, should 
be linearly independent. — 

Again if, in theorem 4., we put 


I : 
=4,, anny yh ESS TRIER n, 
0; 00, 0,9; 








then we get another form of the theorem. 





I I 
theorem 5... I —=, EEE: 2, are linearly independent real 
Ay a a, 


numbers and by, by, ......6n are arbitrarily given real numbers, then for any 


positive number 0 there exists a system of integers such that 


lan — d,3— &l<0, lasx, — NYS |<, “..02. |an Xn mer Aye ie 6,\1<0. 3 


~ 4, Consider z linear forms 





Dieta Uy de ta sys sschexets Qn An RR (3) 
; ; I I I : 
Due, 2,2. are -all--integers “and eS ere - ==! are 
ay ag An 


linearly independent, then, by theorem 5., we know that there is a system 


Or integers: 44,, %22.-1+.s%, for which 
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| (Ar, + Does (+ b,) | = | ai, — Ary — (4, — dz) | <0, 
| (343+ by) — (a1, + 4) | = | 23%; 2 Qa (6, — 03) | 0 


where 0 is an arbitrarily given positive mumber. 
This means that we can make the above xz linear forms as close to 
each other as we please by making %, X, ......% sufficiently large. 


Theorem 6. If : ’ : Sari tears 


a, ds Qn 











are linearly independent real 


numbers and by, Oa, vo.00. b, are arbitrarily given real numbers, then correspond- 
ing to any positive number 0, there extsts a system of integers X, Ka, zer. An 
for which every difference of any two forms of 

an Far + da cessevestuceces Eta 


is numerically less than Ö. 


N 


[7] . . 
Now let — =e and consider all possible systems of 0, 6a, ......O, 
for which 
Am, (m+1)e, os... scare eee m,'é, 
Brise, «Pack T)E, ee Mo! €, (4) 


b,= ME, (ME T)E, ovesecnsenseessly 


then, corresponding to these (1+ 72,’ — 2) (1 + my’ — ms) ......(1 + 32,'— My) 
=m systems of du, d, ......d, we shall get corresponding 7 systems of 
Hi, Hey tease ty in.theorem 0, ‘taking ’e instead sot v. 

If the greatest magnitude of these xs be less than M, then there 
exists always a system of integers 4%, X, ......% which are all numerically 
less than JV, for which every difference of any two forms in (3) is numerically 
less than e, provided that 4, &, ......6, take the values in (4). 


Taking an arbitrary system of values 0, 0, ....2«O,, if 
Bebb EE, ee mshi |, 41 2, wee 


and | (a,x,+ 2,8) —(Q,rr+ ke) |<, Sy sb jas 2 
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then we have 
iets 0.) klar 0) Ze or < 6, Ss, f= 12 ii. 


where 4%, 4%, ».....1„ are all numerically less than 47 which is independent 
Of 2,, Joy .2+...0,, provided that 





m2 Sh= m/e, me b 


tr 
= 
~ 
NS 
[>] 
9» 
Bi 
5 
5 
= 
~ 
™~ 
3 
[07 
m 
3 
~ 
nn 
nu 
~ 
a 


Thus we obtain another theorem: 


Theorem 7. fos ; Be RR 


ay ag Ay 





are linearly independent real 


numbers and b,, bs, ......b, are arbitrarily given real numbers in the intervals 
(C1, C1’), (Coy C2"), seen (en en’) respectively then, for any given positive number 
0 there exists an integer M, which is independent of by by ......b,, and a 
system of integers x, Ka, weevee%n, All of them being numerically less than 
MM, for which the difference of any two forms of 


Betas Gata ty Os, 4 cea ch dicessissies@eh, ~F On 
7s numerically less than 0. 
From this, the following theorem can be deduced. 


Theorem 8. Suppose me es DR SEIS ore linearly independent 
a 


1 ds n 





real numbers, and suppose n series of points be distributed in an interval (a, 8), 
as many as possible, with equal distances Ay, Ay, ......q, respectively, any one 
point of each series being arbitrarily fixed ; then for any positive number 0 
we can find a sub-interval (a', f') whose length is less than 0 and in which 
at least one point of each series exists, by making the interval (a, $) sufficiently 
large. | 

For, taking the point @ as origin, the points of x series can be re- 


presented by the numbers 
YX + 2, AsAg + 2 DORT Le 7 + 2 
where OMS Gi OEL EUREN 


and 44, %2, ..-..% are positive integers. Hence, by theorem 7., we. can 


find a system of X, %2, ......%, numerically less than an integer 4, for 


46 | Soichi Kakeya. 


which all the above z points lie in an interval whose length- is less than 


ö, and then of course all xs are positive. This interval is the required one. 


5. Now we will treat a kind of congruence. 
Suppose {g,} is an increasing sequence of positive numbers, for which 


Lim {n=%. Take an interval (4, 8) and a system of real numbers 


MR 





ei ; ee i Sie ; which are linearly independent, also take z numbers 
ay ay Qn ; 
DEE ER 6, and x series. 

...0.0 — 34 +5, —2a,+h, —a+, di, ay +2, 2a,+ b, 3a, + d,, Ban 


RA, —2a,+ by, —Atbs bx, Agtb,, 2a5+b,, 3a,+b2, BER 


...... — 30, + On — 20,4 Ons el Tn tls U Bat Ons 20,4 Ons 30n F Ons CIC ES 


and take a decreasing sequence of positive numbers {0,} for which 


Lim 0,,=0. 


The length of an interval (agp, Ag.) increases without limit as m 
increases, and hence, by theorem 8., if we consider the parts of series (5) 
which lie within this interval, there is a sub-interval (a,gm, Pıgn) whose 
length is less than 0, and in which at least one term of each of the series 
(5) exists, when we take mz sufficiently large, say »z,. Denote this term 


of each series by 
AiG ok b; — Er 2, .„...... eisen «dl. 


Similarly the length of the interval (412m, Pıgm), m > m,, increases 
without limit as 7 increases, and hence there is a sub-interval (@%m, 28m) 
whose length is less than 6, and in which at least one term of each of 
the series (5) exists, when mz is sufficiently large, say 2. Denote this 


term of each series by 
XA, +O; p=, 23 .or0.. aan n az 


Similarly proceeding as above, we get a sequence of successive sub- 


intervals 


RER RR OPT (a, (6) 
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whose lengths are less than 2 RP ) respectively and 


5m, 





which converge to zero as the limit, and a sequence of terms. 
Aud,t by MyM, + ‘pe oc ereecee- X Friis +O; “u...0 etee i=4; :2, 


Bernd (i=1, 2,2... z) all lie. within the interval (4,2 5, Bon.) 
whose length is less than. 6,. | 

Thus the sequence (6) determines a single number Z, which lies within 
all of these intervals. 

Denoting Zoe, by %,, the sequence {7} is a component of {g„} and 
all of 








mt Oi Gale 2, Sarees n 
Im 
lie within the interval (am, ß„), whose length is less than and in 
Im 
which £ also lies. Therefore 
a;+b; 0. 
Ife Knit a PONS 
ca erat 
or | ImE— (0; + 8;) | KE Ons 
or Lim | WnE— Xm iA; | =F; foal WP) APY (7) 
Where 7, .(m=1, 2, 3, me... ) are all integers. 
Let us denote the relation (7) by 
Lim h„E=b,(mod. a;) ENTE A emi fe n, 
MR 
then we get the following theorem: 
Theorem 9. If leis (Sh „are linearly independent real 
aı da Qn 


numbers and {¢,,\ is an increasing sequence of positive numbers, for which 
Lim Zmn= ©, then for any arbitrary system of real numbers bi, br, sere Dn, 
MR 


and any given interval (a, ß), there exists a number E in the interval (a, ) 
and a component {h„y4 Of {gmy for which 


Lim h„E=b, (mod. a;) TI Orinace N. 


m+n 
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Part II. 
As an application of the preceding theorem, we will make a unique 
continuous correspondence between an analytic function with many variables 
which is continuous about a fixed point and a function of a single variable 


which has an essential singularity at a fixed point. 
For that purpose, take a system of real positive numbers I, @, Ge, 


seeees@p_y, Which are linearly independent, and a system of functions 


ax (042% 5% a x 
é y e 1 y (4 2 ’ ACO DG OROOCIOr 4 lige 


Putting 4=u+1lWv, we get 
Amplitude of, e®=», | e |=e* 

2 
Cav Gee ea eeke 


an en" — Qe, | e'n—-1* | — om Ale 


By theorem 3. We can find a system of integers u, Dis ..+++-Pp—1 for 
which 


Pur 7 An-ıPo Un a< oO 





| Ai— Po — <A, | P2— arp VCO, reese 
or UNPo=Pi-—M + 1, BT Vet 2g, -00000Un-1Po=Pn1— Un-1t nn’ 


where 7, V2, ......9,_, are arbitrarily given real numbers and dis a positive 


given number and 


a <ö "| 6, Bere 


If x changes to x+2/,ri, then v changes to v+2f,7 and # remains 





En—1 | = Ö. 


unchanged, and we have 


Amplitude of e?%'=v+ 2A7=v (mod. 27) 
er RI a (v + 261) Sav — 20,0 + 26,0 8 
„ en atr GR) = Qn (VU > 2p.) Sn — 22V, 17 + 28, 1 ” 


Let %, Ue, seee.U%m—1 be taken such as 


AV 20,70", QV—2UN=DO", en. 19 — 20, =U OO, 
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where v’, v” ......v ®=® are arbitrary real numbers, then we get the series 
of amplitudes 
RR POE OU EDEN nn. NIE 
By making 0 sufficiently small, all of &,, &, ....,.-1 tend to zero and 


the series of amplitudes converges to 


RU EIER er 


which are all independent numbers. Thus we get the following theorem : 

Theorem 10. By changing the imaginary part of x, the amplitude of 
the functions e*, e 1”, ......e'n-1" can converge to an arbitrarily given system 
of numbers, their magnitudes being unchanged; provided that 1, %, a, 
veeeeeQy are linearly independent. 

Let x, %, ......%,) be an analytic function of 2 variables, one-valued 
and continuous about the origin 7, =0, 4,=0, ......%,=0. Consider the func- 
tion F (47) =/le*, e%”, ......e%—1”) of one variable x, which is obtained by sub- 
stituting ¢, ¢1”, ......e'n-1? for 4, %, ......%, in the function FACS Ee ree aa 

Let the real part of x be so large a negative number that e*, e%’, 
seem" have sufficiently small magnitudes, then they will lie within the 
domain of continuity of the function / (1, a, ......%) with respect to 14, 
id eeste.%,, Tespectively. 

The real part of x thus fixed, if only the imaginary part of x varies, 
then the amplitudes of the functions e*, ¢1”, ......e%—1” change their values 
and the points representing them move on some consentric circles about the 
origin. But, since f/(%, %, ......%) is a one-valued function about the 
origin, the function / (e*, e%”, ..... e—1”) =/ (x) does not go through another 
branch of function by the above variation. 

By this change of x, e*, e%”, ......¢%—1” can be sufficiently near to the 
arbitrary positions %,, 4, ......% on these concentric circles, and that 
limiting value of 7(x) must be equal to / (4%, X, ......%,). Therefore if the 
function /(x) is known, then the value of the function /(%, %2, .-....4%,) on 
some concentric circles (each variable lies on one of these concentric circles) 
is uniquely determined, and consequently the function /(%, A .+++..%, 


is determined, since it is analytic. 
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Theorem 11. The function with n variables f(x, X, ......%,) which 
7s known to be one-valued and continuous about the origin is determined 
when the function of one variable F(x)=f (ec, 4”, ......e-1") 1s given, 
provided that 1, Qi, Qi, cess Q-1 are lincarly independent, and vice-versa. 


If we take an infinite series of positive terms 
lip 4) dog + se eteeresoe . (RER set eweroseee ) 


any first part of which is linearly independent, say the powers of a 
transcendental number, then to every analytic function Ar, #2, ......%) of 
many variables, which is one-valued and continuous about the origin, we 
can make correspond an analytic function A(z)=f(e*, e%”, ......e%-1") of 
one variable and the correspondence is continuous, one to one. 

If two analytic functions f (X, Ho. --..: Am) and GA ee eee 
one-valued and continuous about origin, then the two functions F(x) = 
SOLA ae ET erm") and D( x)= gle”, el, ze. ent") are indentical when 
and only when f(x, Ho, ocr) and O( 41, Ay +...) are indentical. 

It is to be remarked that, in the preceding invesitigation, we could 
have taken another function instead of e*, and any other fixed point for the 
continuous point of f(4, %, .. ».. 2,). But in all cases, it could be shown 


that Alx) must have at least one essential singular point. 


Parte DE 
Lastly we will apply theorem g. to the problem which Prof. C. 


Neuman left unsolved. He has proved the following theorem which is 
an extension of that due to Prof. G. Cantor®. 
If f(x) and ¢g(#) are two continuous periodic functions with the same 


period / and satisfying the relation 


Lim (@n I (nx) + bng(nx)) =D 


for all values of x in the interval (a, f), then 


Lim a,=0, L105 0, 


N=n n=2 


provided that f(a): y(x) is not identically constant. 





(1) Leipziger Berichte 64, 1912. p. 121. 
(2) Crelles Journal. 72, p, 135. 
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Then he stated that a similar theorem could be proved in the case 
of more than two periodic functions with the same period Z, but it is not 
yet known whether this theorem holds good or not when the periods are 
not equal. 

The case of two periodic functions with afferent periods has been 
already established by me“, which is based upon an elementary theorem 
in the theory of numbers. 

By using theorem 9. this problem can be solved in some degree, and 


the following theorem can be proved. 








I I I ae 
Theorem 13. Let —, oe page are n postive numbers which 
k 2 a2 n 
are linearly independent, and let f(x), fx), «+: nit) are n continuous 


periodic functions with the periods ay, Ax, «....d, respectively, and let the 


BEALE OR Cin) 3 A Cim RR {Cnm} satisfy the relation 
Lim | Cm A(X) + Com FAWN) + ovens. + CamI n(x) | =O, 
m==D 


for all valucs of x in the interval (a, 8), then we must have 


Bee Om Cy =O) seen DM Com, =O, 


m= m=O MR 


separately, provided that there is at least a system of n> numbers 
DE TEN EEE AT eee DELLA 


some of which may coincide, for which 


Aa TAU RAR (Bn) 
Dp a | A) A) ven (bon) 
(CPPS A OPE Sollen) 


zs not zero. 


To prove this theorem we must first establish the following lemma. : 


Lemma. If Lin Kyn=Ke Se ee nt re n 


m=O 





(1) Tohoku Math. Journal. Vol. III, No. 2, 1913. 
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and ~ Ke Dae ES cae cr ela ce 
See Tiers ab ita tc eisateed son 


LG pa Nedesstcchivcustesssesox item 


and if 


Lim | Cm Km + Com Kam tr onseers et Com Arm FOR =e eT: 


M=R 


then we must have 


Im, 0, 222 1p 2s ence eee 
m=ND 


For Cty Comy +#e+ee€nm May. be considered as the co-ordinates of point 


of intersection of z planes 
Kim 41+ Keine + sresesiacH Krum¥n= = Cin Kim ’=1, 2, cd, 
i—1 
in the space of z dimensions; and these planes become 
Katar + Kt O f=, De 


as the limits, and these planes only intersect at origin, since D=+0. Thus 
the intersection (C1, Com, ++*++-Cym) Continuously approaches the origin, and 


therefore 


LiMn Cin =O, Z= 1, 2, sareccevessele 


m=O 
Thus the lemma is proved. 
Now returning to the theorem which we are to prove, let us first 


assume that 


Lim tu; = oO. 
mn =ND 


Then there must be an infinite number of terms of the sequence {Cm} 


which are numerically greater than some positive constant e. Let them be 
Crys Elan seereeeeslig eee ceecaeene 


By theorem 9 we can find a number Z, in the interval (a, ß) and a 


component sequence £2 of £o@ % for which 
m am 


m=D 


Lim Im E=b, (mod. a,) t= 1, 2000 
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and again we can find a number 3, in the interval (a, 8) and component 
hy of {ip} for which 
Lim hy E=b, (mod. a,), en iy 
m=D 
a 


and so on. Finally we get a number Z, and a component {2/?} of {4°} 


for which 


Lim h® E,=b,, (mod. a,) eel the 9 ge 


Since {7} is a component of each of the sequences {AP} (i= 


I, 2, ......%—1), we obtain 


Lim hm E,=6, (mod. @;,), 


m 


m=D 
| . ~ . 
Lim h® =b, (mod. a,), A 8, eee n, 
m=D 


Lim hy £,=5 4 (mod @,), 


m=DQ 


From the definition of the above congruency we can easily see that 
Lim fıh® E)=fbu) N er N. 
m=D 
since /(x) has the period «a, 
Simply denoting A, by dn, {Ap} is a component of {g„}, so also of 
{rn}. Therefore if we substitute 4, Zu ...... E,„ successively for x in the 


theorem and only consider the %,,¢z term of limiting proccess, we obtain 
Lim {eın, AlmEs) + Con FUmE)+ ne Henn Altea} =O, S=l, 2, sell. 
Ben M m m E 
And already we know that 


Br in E)= Ibn) NEN FR ans 
MN 


Ei ln) 
TAG leere) 


| ee ee 40.) 


Therefore, by the lemma, we must have 


Lim Cun, = 2 


7 
m=O 
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which is contrary to the fact that all the terms of the sequence 
“19, ©1999 ya sohaew sig |g weer etooey 
so also of 


Ein “thy sesreene olay > eeecenree 


are numerically greater than e. 
Thus our assumption is inadmissible and we must have 
LIM Ci =O, 
m=D 
Similarly we can prove that 


Lim Coy =O, LUn an =O, voran U 


° MR m=D MN 


so the theorem is proved. 


Ueber die Darstellung binarer Formen als 


Potenzsummen. 


; Von 
MATSUSABURO FUJIWARA. 


Eine binare Form z-ter Ordnung 


Kr, VHA" + Gaye ty H ar NH... ta," 
lässt sich im Allgemeinen als eine Summe von wz »-ten Potenzen linearer 


n 
Formen darstellen, wo m=——+1 oder 
2 


+1 : 
pastels , je nachdem xz gerade 
2 


oder ungerade ist. Wenn man aber den Variabilitatsbereich der Koeffizi- 
enten der urspriinglichen und der transformierten Formen beschrankt, so 
ist die Darstellbarkeit als 7 Potenzsumme nicht immer möglich. Ich 
möchte im Folgenden zeigen, dass jede binäre Form n-ter Ordnung mit 
rationalen Koeffizienten als eine Summe von n, aber nicht immer von n-I 
oder einer noch geringeren Anzahl der n-ten Potenzen mit rationalen Koef- 
fizienten darstellbar ist. 

Zuerst werde ich zeigen, dass, wenn @, ad, ......7, beliebige rationale 


Zahlen sind, man die rationalen Zahlen 
Ke As, ET Gy, O9, voaseeseed, 


n 


so bestimmen kann, dass 
HEN) (tae +3 ax” P +... + any” 
=A (r+ a, y)"+A(% + Oy) H en... FA (t+ Gn N)”. 
Vergleicht man die Koeffizienten von 2*y”* auf beiden Seiten dieser 


Formel, so bekommt man sofort 


n 
Qype eae, Vip) iia a Coppers gy ie ‘sy 


= 


daraus ergibt sich durch Elimination von 4; : 
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ay A age! 
A Ay Ögeoosherenree On 
6) 
Zee RE AR =, 


.. nn 000 HH LEE EEE TEN 0 


As OLE Ge er dens Eee, 


“me 


Wenn man ferner diese Determinante nach der ersten Kolonne entwickelt 


und den gemeinsamen Faktor 


I I eeorereeere I 

00 Ode en 
NEE. 

ER = REN een er =(—1) * la) 
i<k 


Ce Mig eae eee ae 


wegschafft, so erhält man 


n—1 n 


r 4! z 
Algen — A XO Ag + AL a + (nt (TO, 


oder 


n—1 
ann AO 0403...0n_9 + Ag! 002...0,.3— +2 +(—T) za | 
(2) 
n—1 
210402: 0 Cae OO DO On 8 ~~ eee (— I) a, =O, 


za 
L 


wobei das Summationszeichen 2 sich über alle möglichen Kombinationen 


VON &y, Ag, «s++0@,, und 2’ über diejenigen von @,, a3, „es serse 
Wenn man daher die »— I rationalen Zahlen a, @, ...... Sn, die von 


einander verschieden sein sollen, so bestimmt, dass der Koeffizient von a, 





in (2) nicht gleich Null wird (der triviale Fall „a = ae 
ausgeschlossen), und der aus (2) bestimmte Wert für a, von a, a, 
“u. Verschieden ist, dann sind a, und die Lösungen A, Ag......A, von 
(1) auch rational. Damit ist die Darstellbarkeit von /(#, y) als eine Summe 
von 2 n-ten Potenzen mit rationalen Koeffizienten bewiesen. 

Nun wenden wir uns zudem Nachweis, dass die Anzahl z der Potenz- 
summen nicht immer verkleinert wird. 

Nach der Annahme 


n—1L 


fe NEE wi (prrqay (3) 
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ergibt sich 


n—k 


n—1 
a= 2 Diep ae Ort =O 1512. sehe: (4) 
‘= 
Verschwindet keine von 2, 9; (¢=1, 2, ......2—1), so kann man 
HMPi = My Ti a, G= Hr 2, wesen ll I) 
. Pi 
setzen; dann wird die Relation (4): 


k - 
=: Ace POET pe oe, east, (5) 


Wo @,(7—I, 2, ......z—1) nicht gleich Null sind. 
Wenn dagegen einige von 2, und g, verschwinden, z.B. ~,_4=9,2=0 


und die andere 2, und g, nicht gleich Null sind, so hat man 


n—3 
BEN? n—k „% Prem 
Ad, = Pi a Gi» Beat. Bar Dasein, 
i=1 
n—3 
ae ? 
a 2 MHPi + YUnbn- 
- AZ 
n-3 


By » 


= n 
Xn Fe = Pi Ti T Un-1 9n-1 
je 


Die ersten z—1 Gleichungen nehmen die Form an: 


n—3 
=: dak Ban Lek © (5’) 
i=1 


wenn man 


n—1 


% La ee 
bs Di Gs=AG » Sally, Ny ER Sodann 


i 





setzt. Das Gleichungssystem (5’) ist von derselben Gestalt wie (5), die 
Anzahl der Gleichungen ist um 2 grösser als die Anzahl von 2;. Das 
Gleiche findet immer statt, wenn mehrere von /, und g; verschwinden, oder 
einige von A, gleich werden. 

Daher kommt däs ganze Problem darauf hinaus die Tatsache zu 
zeigen, dass, wenn die rationalen Zahlen a, qd, ......@, beliebig gegeben 
sind, das Gleichungssystem 

Re 2 BER 
BEN ch A (5) 


hatt sent Ani 


anno HEHE HET EEE ET re 
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N 


RE ED ae Anon cam 
nicht immer die rationalen Lösungen A4,, a, (¢=1, 2, ......n—ı) hat. Dabei 
kann man von vornherein voraussetzen, dass keine von a, gleich Null ist 
und keine zwei von 4, einander gleich sind. 
Nun eliminiere A, Ag, ......4,-1 aus den ersten z Gleichungen in (5), 


und dann aus den letzten z Gleichungen in (5), so ergibt sich: 


Ar ae 


[4A Oy Og eos een 4 


9 

ys A aig re ees tO (6) 
n—1 ,n—1 n—1 
[A JR | Oy Oy ee -2n-—1 


und 


eee 2 
an Gy Gy - we. Gn 4 

3 mo 3 er 
Ay Ay Ozon Omi ef (7) 


n N nn 
Ge ER ae 


Bei der Entwickelung dieser zwei Determinanten nach der ersten Kolonne 


kann man die gemeinsamen Faktoren 4, @, ......¢,, und 


1 I ee 


Oy Og, seen 4 


(n—1)(n—2) 
a 3 Bee release = (—1) z Tl; -«,), 
i<k 
n—2 n—2 Nn—2 


Oy Oy eeereeA, 4 
die wegen der Voraussetzung nicht verschwinden, wegschaffen; infolgedessen 
hat man 
Uy MyOg-6 An 1 — A XO Ay. en, gt Ag Og. «yg — ern 


+ (— 7 PLA se ( ak Een = (6’) 


und 
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49102... 41 — Ag 504g. Ant Az 204Ay... Bar 


a9 (— BI ea 3a, =; (— = O. (7’) 


== tect) UY 
Setze HG... yg) AZ LAN, Sq= DA, Ay...0. 


nr eeeveece 


ees Pu 
Sn = 0103, Sn—4 cake 2a,, 
wo das Summatiosnzeichen 2 sich über alle möglichen Kombinationen von 
Bra... , erstreckt, und ferner 
= ASo— 181 + a + (— 1)” at (1a, 
— 5 —4 — 
bi — 4,5, A951 Tr A3S_— +e ts (— I ey An —35Sn—4 + — I % i a 
= — — 
Dy = ApS — Ag54 + AsSq— (+ (— 1)" yt 
03 = A389 — M454 + AgSq— «0. + (— 1)” init (— 1)" Fay. 
Dann ergibt sich aus (6°) (7’) 
Dt, na — (Gn +42) + ,=0, 


Bl 2 — Oy + 5) +b,=0; 


also sind G4, @, die Wurzeln der quadratischen Gleichung 


I =: x 
by bi by = O. (8) 
O, by bs, 


Nehme an, dass das Gleichungssystem (5) durch die rationalen Zahlen 
A, a, (=1, 2, ......2—1) auflösbar wäre, dann müsste a, den Gleichungen 
(6) (7), folglich auch (8) genügen. Wenn man daher die rationalen Zahlen 
Q, A, ».+.-@, derart bestimmen kann, dass die Wurzeln der Gleichung 
(8) für beliebige rationale Werte von a, @, ......4,—; niemals rational sein 
können, so kann man daraus schliessen, dass die Darstellung (3) nicht 
immer möglich ist. 


Zu diesem Zweck setze 


a = as = Asx = ceoveseses — O, 


XH es a, dy p 
— SS De ZI 0 verriet > 


142) 44 3 


und 


wo p eine rationale Zahl, deren Quadratwurzel nicht rational ist, bedeutet. 
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In diesem speziellen Fall, 
Do 00 0 05D, 
und die Gleichung (8) nimmt die Form an: 
(3 — &p)(pe-ı) = o. 


Diese Gleichung hat keine rationale Wurzel, wenn sie nicht identish ist. 
Der letzte Fall findet nur dann statt, wenn a, &, 2.2.0, saduschadıe 


Relationen 
Gp Ome by = o 
init einander verbunden sind. Diese zwei Gleichungen sind ausführlich 
geschrieben 
US AS, + Asa — rer. + (— 1)” 8,3 =O, 
SI — As tl sen... + (— 1)” Fay_2=0, 
oder 
Uy ly ge + «On _g— 420092. «Ong +92 2042 5... Fl 1)", g=0, (9) 
AyOyOgs « I 3 — Ag Giger nat Az 0102: +6 On _5— a + (—1)” an a0 (10) 
Setzt man hier wieder 
=. tn Ty jl Og eee ee 
wo 2 sich über alle möglichen Kombinationen von a, dg, ...0,5 erstreckt, 
und weiter 
GEH YG, + Agta en + (— 1)" ans 
C= 8) — 420, +.030,— ...... +(— 1)" a, _, 
Cy = AT) — 4301 +: A402—...... + (— IS, 
G=B0— AsO, + 409g — ern + (— I)” Pa, 


3 


dann sieht man aus (9) (10), dass @,_,, a, die Wurzeln der quadratischen 


Gleichung : 
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sein müssen. Aus den Relationen 


a= d3=A5=......=0, — = — ...=P, 





bekommt man 

Cy) = C2 Py Cr = OP, 
und die Gleichung (11) wird: 

(ddp) (#1) =0, 


welche wieder von derselben Gestalt wie (8) ist. Wir haben auch hier 


nur den Fall, wo a, a, ......a,_; die Gleichungen 


erfüllen, zu betrachten. 


In dieser Weise kommen wir schliesslich zu dem Fall, entweder 
40,003 — Ay OO, + 9501 + O02) + 204+ 4, +4;)—a;=0, 


YAC,0, — a(t, FO, O40) =" a,(a, TFT 0,,) —a=O0, 


oder 


aa — a + ,) + =O, 


Q0,0, — Ay (a, + 0) + as = O. 
Im ersten Fall sind @, a, die Wurzeln von 
Gp (ox —1)=0; 


sie hat keine rationale Wurzel, und sie kann nicht identisch verschwinden. 
Das Gleiche ist auch für den zweiten Fall gültig. Damit ist unser Problem 
vollständig erledigt. 

In den obigen Betrachtungen haben wir der Einfachheit halber nur 
den Fall behandelt, wo der Variabilitätsbereich der Koeffizienten der Formen 
der aus rationalen Zahlen bestehende ist. Dieselbe Schlüsse haben auch 
ihre volle Gültigkeit für den Fall, wo die Koeffizienten der transformierten 
Form zum Rationalitätsbereich R(a, a. ...a,) gehören, wobei R(a,, a, ...@,) 
aus einem beliebigen vorgeschriebenen Rationalitatsbereich R durch 


Adjunktion von den Zahlen a,, a, ......a, entsteht. In diesem allgemeinen 
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Fall hat man nur die Zahl 9 so zu bestimmen, dass sie dem Bereich 
R (a, a, ......a,) angehört, aber nicht ihre Quadratwurzel: im übrigen ist 
der Beweis genau ebenso wie oben. Nimmt man zum Beispiel als 
R (a. @, ......a,) den Bereich, welcher aus allen reellen Zahlen besteht, so 
kann man schliessen, dass jede binäre Form mit reellen Zahlenkoefhzienten 
nicht immer als eine Summe von n-ı oder einer noch geringeren Anzahl von 


n-ten Potenzen der linearen Formen mit reellen Zahlenkoeffizienten darstellbar 


7st. 


Sendai, Marz, 1913. 


A Generalization of Liouville’s and Briot- 
Bouquet’s Theorems on Doubly- 
Periodic Functions. 


BY 
TsuruicHı HAYASHI. 


We know very well by the theorem due to Liouville® that a 
doubly-periodic function v can be expressible rationally by means of a 
doubly-periodic function of the second order z having the same periods 
and its derivate x; and that, since we have an algebraic equation, usually 
called the eliminant-equation after Méray, between z and z', of the second 
/ 


degree in x’, 2 


is contained linearly in the rational expression of wv, so 
that | 


Late Ma 
N ’ 





in which Z, 7, N are all some rational integral functions of #. Hence if 
v, be another doubly-periodic function of any order, then 


Te Man 


ue N, 
1 





in which Z,, JZ, N, are all also some rational integral functions of x. 
Eliminating a’ from,these two equations we get the following theorems: 
(2) Any doubly-periodic function v is rationally expressible by any 
doubly-periodic function « of the second order and any other doubly-periodic 
function of any order v,, three functions having the same periods. 
(2) Ifvandv, are any two doubly-periodic functions with the same 
periods, there exist two rational functions of # which is any doubly-periodic 


function of the second order, such that 
R(u)-v+ Ry (wey = 1; 
or there exist three integral functions of z, such that 


(1) Crelle’s Journal, Bd. 88, S. 277, and Comptes Rendus, t. 32, p. 450. 
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G(u)-v + G,(u)ev, + Gau) =0. 


This last equation contains as a particular case the algebraic integral 
equation subsisting between « and v and of the second degree in the 
latter, from which we started. 

We can also prove these theorems directly without making use of z’ as 
an intermediary. 

Next by Briot-Bouquet’s theorem™ which is an extention of Liouville’s 
theorem, we know that a doubly-periodic function v can be expressible 
rationally by means of any other doubly-periodic function of any order w 


having the same periods, and its derivate. Let the rational expression be 
grea SA, eel): | (1) 


I will next prove as an extension of this theorem the following: 

(zi) A doubly-periodie function v can be rationally expressible by any 
other two doubly-periodie functions w and W, all the three functions having 
the same periods. 

This theorem can be enunciated in the form: Given any three doubly- 
periodic functions having the same periods, any one of the three is rationally 
expressible by the other two. N 

To prove the theorem we are to show that the derivate zw! of w is 
expressible rationally by w and JV, and to substitute the expression into 
the equation (1). 

. That zw’ can be rationally expressible by w and W, can be proved 
in the same manner as Briot-Bouquet’s theorem itself, and by a mere change 
of symbols, which, however, we will repeat the proof for the sake of not 
falling into misunderstanding, with only a slight alteration. 

Let z be the independent variable of the two functions wand W, and 


let w=w(g) be a doubly-periodic function of the #th order. 
aw 


“a 





Then there exists between w and » = an algebraic integral 


equation 


er ==. (2) 





(1) Théorie des fonctions elliptiques, 1875, p. 278. 
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which is of the th degree in w. Since wis of the th order, there 
correspond & values of z to one value of win a parallelogram of periods. 
Suppose that for the value w, there correspond the %# values 

S14, 29 -..r..........00r.. 3 kr P (3) 
Further, there correspond in general # values of w’ in the parallelogram 
of periods, say 

N a cove nscale 6 see Sw. (4) 


We also know that between the functions w and W, there is an 


algebraic integral equation 
G(w W) = o (5) 


of the Zth degree in W, so that corresponding to the value zw», there are 


k values of W, say 
DE Ges ts v0 she sctee ‚Wr. (6) 


It is to be observed that the system of values (4) correspond to the 
system of values (6) in such a way that to every system of values (zv, WW) 
there corresponds one definite value of w’ and only one. 


The functions 
BEN A A er EE ‚ww 


enjoy the same property. 
It follows that the sums 


Wy + Wy + Wel Li HA? BREI a) 
w WM, + We! We + We! Wat oovececcvcseres +w,W,=F, 
ww! We+ wel We + til WEE seen ew! We=P, | (7) 


..........0000e8 re 00109 ro. 920 Pı1000 .-.........m.m.m..0.0000,..a......... 


wi WF + we! We + wl WF +. + Wi Pe 


are uniform functions of w, and have definite values for all values of w 
on the Riemann surface. They are therefore rational functions of w. In 


fact, since we must have & algebraic integral equations 
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Ga WFT = 20, 


which are all of the &th degree in w’, WW, wW°’, ...... , w' W* respective- 
ly thes tunttionse Zu toe , P,-1 are respectively the quotients of the 
coefficients in the first two terms of the higher degree in the equations, 
which are both rational integral functions of zw. 


If we multipy equations (7) respectively by 


A: Ay, Peeeeereeteeres , a 13 
add the results and equate to zero the coefficients of - Pra ee yk. 
| 
Wel ee UMA og nae , Wy! 


we will have the system of £—1 equations 


Wi + A, Ve + A, Wi re ur ges W, ao Ay en (ey 
WALA, We? PAWEL Apa A | 


(8) 
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and the resulting equation reduces into 


wi (WF* +A, We + AW eon +.Ay 2W,+ Aya) 
= Pat AP at AsPy st euren. + Ajigh, Ar | 
The equations (8) show that the quantities A, Ay, ...... » Ape are ae 


the coefficients of an algebraic integral equation of the (£—1)th degree 
whose roots are W,, Wa, .,...., Wi. We obtain this algebraic equation by 
dividing equation (5), arranged in descending powers of W, by W—W,. 
The coefficients of the quotient, which are integral functions of zw and W, 
give us the quantities A, Ay ...... , A, 4, as rational functions of ww and 


W,. Therefore from equation. (9g), we have. zw,’ expressed as a, rational. 
1 q ‘ 
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function of zw and W,, and hence in general we have w expressed as a 
rational function of w and W. 

In the above we have supposed w’ as the derivate of w; but we 
have not used the property. So by a similar method and by considering 
qw’ as any doubly-periodic function independent from w, we can prove 
directly the above theorem without using Briot-Bouquet’s theorem, and 
therefore without eliminating w’ considered as derivate. 

For the determination of the rational expression above stated, we may 
proceed as follows. 

If we wish to express v by w and W, take the two algebraic integral 


equations 
Gio.) = 0, 
*G, (v, W) = O. 


If the orders of w, W be %, K respectively, then G, is of the Zth degree 
in v, and G, is of the Ath degree in v. Applying Euclidean algorithm 
for greatest common measure to G, and G,, and lowering the degree in 


v of these two equations successively, we arrive, in general, at the equation 
Ri(w, W)+vkR,(w, W) = 0, 


where X, and AR, are rational functions of w and W. 


Sendai, April 1913. 
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Ueber die Wärmeerscheinungen und Magnetis- 
ierungsänderungen ferromagnetischer 
Körper bei höheren Temperaturen. 


VON 


Koraro Honpa. 





Hierzu Taf. I—-XX. 


Ss 1. Einleitung. 


_ Die Frage betreffend der drei Modifikationen a, 8, y des Eisens hat 
in neuerer Zeit die Aufmerksamkeit sorgfältiger Forscher erregt. P. 
Weiss und P. N. Beck“ betrachten die magnetische Umwandlung a-ß 
nicht als eine Umwandlung, bei der zwei Phasen unter einer bestimmten 
Temperatur von der einen zur andern übergehen, sondern als eine mit der 
Temperatur kontinuierlich fortschreitende Umwandlung. Die entwickelte 
oder absorbierte Wärme bei der Umwandlung wurde durch die magnetische 
Energie erklärt. A. Meuten™ hat dagegen aus seinem Versuche geschlossen, 
dass die magnetische Umwandlung auch eine Umwandlung mit bestimmter 
Wärmetönung ist. C. Benedicks® betrachtet ß-Eisen als eine feste Lösung 
aus a- und y-Eisen. Nach ihm soll die Warmeerscheinung bei der a-ß 
Umwandlung für absolut reines Eisen nicht vorhanden sein. Jedenfalls 
fehlt es noch an Versuchen, um die strittige Frage betreffs des S—Eisens 
zu entscheiden. Der Zweck vorliegender Arbeit ist, diese Lücke auszu- 
füllen und einen Weg zur Lösung dieser Frage zu finden. 

Neulich hat der Verfasser‘? gemeinsam mit Herrn Dr. Takagi durch 
die alle 10 Sekunden wiederholten gleichzeitigen Beobachtungen der 


Magnetisierung :und Temperatur des Probestückes den Zusammenhang 





(1) Weiss u. Beck, Jour. de Phys. 7, p. 249, 1908. 

(2) Meuten, Ferrum, 10 Jahrgang, Heft 1, p. I, 1912. 

(3) Benedicks, Jour. of the iron and Steel Institute, No. 2, p. 242, 1912. 
(4) Honda u. Takagi, Sci. Rep. I, p. 207, 1912. 


70 Kötarö Honda. 


zwischen der Wärmeerscheinung und Magnetisierung genau untersucht. Für 
alle Stähle fängt die Magnetisierung bei der Abkühlung erst bei ca. 780° an. 
Die Anfangszunahme der Magnetisierung der kohlenstoffarmen Stähle ist sehr 
rasch, mit zunehmender Kohlenstoffkonzentration wird sie immer langsamer. 
Bei der eutektischen Ausscheidung von a-Eisen und Cementit aus ihrer 
festen Lösung kommt eine diskontinuierliche Zunahme der Magnetisierung 
vor. Je geringer die Zunahme der Magnetisierung zwischen 780° und der 
eutektischen Temperatur ist, um so grösser ist die diskontinuierliche Zunahme 
der Magnetisierung. Damals war die Messmethode der Temperatur nicht 
empfindlich genug, um die Warmeerscheinung bei der magnetischen 
‘Umwandlung verfolgen zu können, es war daher sehr wünschenswert, durch 
ähnliche Beobachtungen mit einer empfindlichen Vorrichtung für die Tem- 
peraturmessung ‘den Versuch nochmal zu wiederholen. Die Versuche 
wurden in den folgenden sechs Reihen ausgeführt :— 
(a) Die Wärmeerscheinung bei der magnetischen Umwandlung in Eisen, 
Nickel und Kobalt. 
(2) Die Beziehung zwischen der Wärmeerscheinung und der magnetischen 
Umwandlung in Eisen und Nickel. 
(c) Die Wirkung der langsamen Erhitzung und Abkühlung auf den 
magnetischen Umwandlungsintervall. - 
(d) Die Wirkung des magnetischen Feldes auf die Warmeerscheinung 
in Eisen und Nickel. 
(e) Die Wirkung des starken Feldes auf die magnetische Umwandlung. 
“ (f) Die Wärmeerscheinungen bei höheren Temperaturen in Eisen 
und Stählen. 


S$ 2. Versuchsanordnung. 


Die Magnetisierung wurde nach der magnetometrischen methode 
gemessen. Das Magnetometer, die Magnetisierungs- und die Kompensations- 
spule waren dieselben wie bei der oben erwähnten Arbeit®, Die beiden 


Spulen wurden horizontal in einer Geraden nnd zwar in der ost-westlichen 





(1) Honda u. Takagi, 1. c. 
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Richtung gelegt, und das Magnetometer befand sich im Mittelpunkt zwischen 
den beiden Spulen in ihrer Achsenlinie. 

Zur Erwärmung war in einer der Spulen ein elektrisches Heizrohr 
horizontal angebracht. Dieses bestand aus einem Kupferrohr von 40cm 
Länge und von 2cm lichter Weite, welches mit Asbestpapier und darüber 
mit ca. 3 Windungen pro cm eines 0.5 mm dicken Platindrahtes inductionsfrei 
30 cm lang bewickelt war. Der Zwischenraum wurde mit Kaolinkitt gefüllt 
und das ganze wieder mit Asbestpapier dick umwickelt. Der Platindraht 
und die Asbestabdeckung wurden so sorgfältig gemacht, dass die Tem- 
peraturverteilung am Heizrohr über 13cm lang innerhalb eines Grades 


konstant blieb. Die folgende Tabelle enthält das Beobachtungsresultat :— 
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Der zwischen dem Heizrohr und der re liegende Raum 
wurde durch Wasserzirkulation ständig gekühlt. 

Bei sehr hohen Temperaturen, wo die Schmelzung des Kupferrohrs 
zu befrüchten war, wurde anstatt des Kupferrohrs ein anderes 25 cm langes 
Nickelheizrohr benutzt. Um eine gleichmässige Verteilung der Temperatur 
zu erhalten, war die Benutzung eines Metallrohrs sehr nötig. Da der 
magnetische Umwandlungspunkt des Nickels bei ca. 360° liegt, konnte die 
Benutzung des Nickelrohrs für die thermische Untersuchung des Eisens, 
Stahles und Kobalts keine störende Wirkung ausüben, was durch den 
Vergleich der Versuchsresultate mit den beiden Heizröhren direkt erwiesen 
wurde. Die Platinspule war hier nur 20cm lang und die Gleichmässigkeit 
der Temperaturverteilung nicht so gut wie beim andern Heizrohr. Da aber 
die inbetracht kommende Länge nur 6-7 cm betrug, war diese Verteilung 
der Temperatur gleichmässig genug, um die Wärmeerscheinung für höhere 


Temperaturen. zu untersuchen. Die folgende Tabelle enthält unsere 














Messungen : 
Von der Mündung ızm 14 hey 5 | 16 17 Ken 19 20 20.5 
Temperatur | 983° | 984 | 985 | 985 | 985 | 985 | 984 | 983 | 982 
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Dieses Heizrohr wurde nur zur Untersuchung der Wärmeerscheinung 
bei Eisen, Stahl und Kobalt benutzt. 

Um eine sehr kleine Wärmeerscheinung bei der magnetischen Umwand- 
lung beobachten zu können, wurde hier die Robert-Austinsche Differential- 
methode benutzt. Das zu untersuchende Stück und ein Kompensationsstück 
aus Kupfer wurden in einem kurzen 3-2.5 cm langen und 1 cm dicken 
Zylinder untergebracht. Diese zwei Zylinder wurden in einem Porzellanrohr, 
wie in der Figur gezeichnet, neben einander gelegt. Eine Lotstelle 1, eines 
Thermoelements A befand sich in einem engen Loch des Probestückes, 
während die andere 1], ausserhalb der Magnetisierungsspule gelegt wurde. 

Die Temperatur 
= der -»zrletzteren 


Lötstelle wurde 

















i 
Gz | 2 ge‘ Porzellanrohr mittels eines 
(+) ite z a gewöhnlichen 
B Fe} | 
Eu 77071 Thermometers 


gemessen, und der Thermostrom mit einem Zeigergalvanometer G, von 
Siemens-Halske gemessen. Das andere Thermoelement B ging durch das 
enge axiale Loch des Probestückes bis zur Mitte des Kompensations- 
zylinders. Eine Lotstelle 1,’ dieses Thermoelements befand sich in der 
Mitte des Probestückes, während die andere 1,’ sich im Kompensationszylinder 
befand, so dass dieses Thermoelement nur die Differenz der Temperaturen 
beider Zylinder angab. Alle nötigen Isolierungen der Thermoelemente 
wurden mit engen Porzellanröhren ausgeführt. Ein empfindlicher Galvano- 
meter G, von Siemens-Halske wurde zur Messung des Thermostromes 
benutzt ; die Ablenkung des Galvanometers wurde mit Skala und, Fernrohr 
aus einer Entfernung von 225 cm beobachtet. Die Empfindlichkeit des 
Galvanometers war so gross, dass eine Differenz von 1° in der Temperatur 
beider Lotstellen eine Ablenkung der Skala von 3.57 cm angab, Mit einem 
Schaltwiderstand des Galvanometers konnte man aber die Empfindlichkeit 
bis auf 0.75 cm pro Grad herunterbringen. 

Der Probe- und Kompensationszylinder, mit dem oben’ erwähnten 


Thermoelemente, wurden in ein langes Porzellanrohr gelegt, und das ganze 
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wurde dann so weit ins Heizrohr geschoben, dass die beiden Zylinder einer 
gleichmässigen Temperatur ausgesetzt waren. Bei den Versuchen der 
Wärmeerscheinungen bei sehr hohen Temperaturen wurden das Heizrohr 
und Kompensationstück aus Kupfer durch diejenige aus Nickel ersetzt. 
Die beiden Thermoelemente wurden bei den Schmelzpunkten reinen 


Zinns, Bleis, Antimons und Kupfers wie gewöhnlich geeicht. 


S 3. Die Wärmeerscheinung bei der magnetischen Umwandlung 
in Eisen, Nickel und Kobalt. 


Die Wärmeerscheinungen wurden mittels der oben erwähnten Diffe- 
rentialmethode gemessen. Für Eisen und Nickel wurden das oben erwähnte 
Heizrohr und Kompensationsstück aus Kupfer, und für Kobalt diejenige aus 
Nickel benutzt. Das zu untersuchende Stück wurde durch einen konstanten 
Strom im Heizrohr erhitzt. In der Nähe der magnetischen Umwandlung 
wurden die Ablenkungen der Galvanometer G, und G, alle 10 Sekunden 
gleichzeitig beobachtet. Die Ablenkung des Galvanometers G, gab die 
Temperatur des zu untersuchenden Stückes, und die (Q) des Galvanometers 
G, die der Wärmeentwickelung oder der Wärmeabsorbierung proportionale 
Grösse. Dieselben Beobachtungen wurden auch bei der Abkühlung 
angestellt. Bei den Versuchen war die Empfindlichkeit des Galvanometers 
G, 3.57cm pro Grad. 

Wären die Temperaturen des Probe- und Kupferzylinders ganz gleich, 
würde das Galvanometer G, natürlich keine Ablenkung ergeben. Doch 
gab es beim Erhitzen oder beim Abkühlen immer eine fortschreitende 
Ablenkung des Galvanometers in die eine oder andere Richtung, wenn es 
auch keine Umwandlung gab. Dies ist dem kleinen Unterschied der 
Temperatur zwischen dem Probe- und Kompensationsstücke, der vielleicht 
durch den Unterschied der Wärmeleitung beider Stücke verursacht wird, 
zuzuschreiben. Wenn sich aber im Probestücke eine Umwandlung vollzog, 
wurde der normale Verlauf der Ablenkung des Galvanometers G, stark 
gestört, so dass man auf ihr Vorhandensein schliessen konnte. Es ist hier 


zu bemerken, dass die anormale Ablenkung des Galvanometers G, nicht 
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die der Temperaturänderung des Probestückes proportionale Grösse, sondern 
nur die der Wärmetönung proportionale angibt. 

Wie man unten sehen wird, ist die Wärmeerscheinung bei der 
magnetischen Umwandlung nicht in einer bestimmten Temperatur, sondern 
nur in einem Temperaturintervall erzeugt, und die Ablenkung O des 
Galvanometers G, hängt von der Erhitzungs- oder Abkühlungsgesch- 
windigkeit des Probestückes ab. Wenn auch die Wärmetönung in einem 
gegebenen Temperaturintervall konstant sein mag, so wird doch die 
Wärmeabgabe nach aussen oder die Wärmezuführ nach innen mit abneh- 
mender Geschwindigkeit der Abkühlung oder Erhitzung zunehmen, so 
dass die resultierende Wärmeerscheinung scheinbar von der Geschwindigkeit 
abhängt. Je kleiner die Geschwindigkeit ist, um so geringer ist die 
scheinbare Wärmeerscheinung. Wir haben daher die Wärmeerscheinungen 
mit verschiedener Geschwindigkeit untersucht. 

(a) Reines Eisen. 

Das Eisen wurde von Kahlbaum in Form einer Stange geliefert. Da 
die Warmeerscheinung bei der Erhitzung nicht so ausgepragt ist wie die 
bei der Abkühlung, so wurde die Wirkung der Geschwindigkeit auf die 
Wärmetönung nur bei der Abkühlung beobachtet. Die Wärmeerschei- 
nungen bei der Erhitzung mit einer mässigen Erhitzungsgeschwindigkeit 
sind im nächsten Paragraphen angegeben. 

In Fig. 1 a sind vier Q-Temperaturkurven mit verschiedenen Abküh- 
lungsgeschwindigkeiten 0.45°, 1.52°, 2.50°, 3.85° pro 10 Sekunden 
angegeben. Die Ordinate bezeichnet Q in cm und die Abcissa die 
Temperatur des Probestückes ; der Anfangspunkt von Q jeder kurve ist 
willkürlich. Die Kurven wurden durch alle beobachteten Punkte gezogen. 
Diese Bemerkung gilt für alle in dieser Arbeit gegebenen Kurven. Man 
sieht, dass es eine scharf ausgeprägte Wärmeentwickelung bei der Abküh- 
lung gibt; eine ja schon bekannte Tatsache. Die Wärmetönung wird 
nicht in einer bestimmten Temperatur, sondern in einem grossen Temperatur- 
intervall erzeugt. Es ist schwer, die Endtemperatur der Wärmeentwicke- 
lung auf den Q-t Kurven sicher zu bestimmen, weil die einmal erzeugte 


Wärme durch Leitung und Strahlung langsam ausgegeben wird. ‚Aus den 


ut A FE 
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Kurven kann man jedoch mit höchster Wahrscheinlichkeit schliessen, dass 
die Temperatur der Wärmeerscheinung sich über 100° erstreckt. Die 
Hohendifferenzen der Maxima und Minima in den Q-t Kurven nehmen 
mit zunehmender Abkühlungsgeschwindigkeit beträchtlich zu (Fig. ı 2). 
Die Temperaturen der Maxima und Minima werden mit zunehmender 
Abkühlungsgeschwindigkeit ein wenig nach der niedrigen Temperatur" hin 
verschoben. Diese Tatsachen sind gut verständlich, da wie schon oben 
erwähnt, die beobachteten Ablenkungen Q das Resultat der erzeugten und 
ausgegebenen Wärme sind. Es ist aber klar zu erkennen, dass die Wärme 
für alle Abkühlungsgeschwindigkeiten schon bei ca. 800° Allmählich sich 
zu entwickeln anfängt und dass diese Wärmeentwickelung sich bei 700° 
noch deutlich erkennen liess. 

(6) Nickel (A). 

Das Nickel wurde in Körnern von Kahlbaum geliefert, und hier mit einem 
Magnesiarohr in einer Stange zusammen geschmolzen. In Fig. 2 @ sind 
vier Q-t Kurven mit verschiedenen Abkühlungsgeschwindigkeiten 0.29°, 
1.30°, 2.04°, 2.86° pro 10 Sekunden angegeben. Dieselbe Kurve mit einer 
mässigen Erhitzungsgeschwindigkeit ist im nächsten Paragraphen angegeben. 
Aus den Kurven sieht man sofort die ähnliche Wärmeerscheinung wie beim 
Eisen. Die Umwandlungswärme beginnt schon bei 375° zu erscheinen ; 
man kann die Wärmeentwickelung bis etwas unter 250° erkennen. Die 
Höhendifferenzen der Maxima und Minima in den Q-t Kurven nehmen mit 
zunehmender Abkühlungsgeschwindigkeit fast linear zu (Fig. 2 4). Die 
geringen Verschiebungen der Temperatur für die Maxima und Minima nach 
den niedrigen Temperaturen hin sind auch beobachtet. Man kann auch wie 
beim Eisen erkennen, dass die Warmeentwickelung sich für alle Abküh- 
lungsgeschwindigkeiten schon bei 375° zeigt und bis ca. 250° zu beobachten 
ist. 

Da die Wärmeentwickelung in Eisen und Nickel in einem Temperatur- 
intervall vorkommt und auch die Ablenkung Q von der Abkühlungs- 
geschwindigkeit abhängt, so ist es leicht zu sehen, dass man aus der einzigen 
Abkühlungskurve die Wärmetönung nicht berechnen kann. 

(c) Kobalt. 
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Reines Kobalt von Johnson und Matthey wurde untersucht. Der 
Versuch wurde nur mit einer mässigen Abkühlungsgeschwindigkeit ausge- 
führt; das Resultat ist in Fig. 3 angegeben. Das gegossene Kobalt zeigt 
bei dem erstmaligen Abkühlen eine wohlausgeprägte Wärmeerscheinung, 
wie Fig. 3 (a) es zeigt. Bei wiederholten Erhitzungen und Abkühlungen 
wird die Wärmeerscheinung immer weniger ausgeprägt. Kurve (0) bezieht 
sich auf die zweite, und Kurve (c) auf die dritte Abkühlung. Noch weitere 
Erhitzungen und Abkühlungen übten auf die Wärmeerscheinungen keinen 
Einfluss aus. Das Probestück scheint durch die wiederholten Erhitzungen 
einen stabilen Zustand angenommen zu haben. Dass gegossenes und 
ausgeglühtes Kobalt inbezug auf die Magnetostriction einen grossen 
Unterschied zeigen, ist wohl bekannt. Die Q-t Kurve beim Erhitzen 
zeigt nur eine schwache Inflexion bei ca. 1045°. 

Beim Kobalt vollzieht sich daher wie beim Eisen und Nickel eine 
Wärmeentwickelung in einem grossen Temperaturintervall. Aus den obigen 
Versuchen ist folgendes zu schliessen : 

In Eisen, Nickel und Kobalt beobachtet man bei der magnetischen Um- 
wandlung eine deutliche Wärmeerscheinung. In Eisen, Nickel und gegossenem 
Kobalt ist die Wärmetönung von annährend gleicher Ordnung, aber beim 
ausgeglühten Kobalt ist sie viel kleiner. Die Wärmeerscheinungen vollziehen 
sich nicht in einer bestimmten Temperatur, sondern in einem weiten Temperatur- 


intervall. 


S$ 4 Die Beziehung zwischen der Wärmeerscheinung und der 
magnetischen Umwandlung in Eisen und Nickel. 


Der Versuch wurde in folgender Weise ausgeführt: Zuerst wurde die 
magnetische Wirkung der Spulen und der Heizspirale auf das Magneto- 
meter kompensiert, dann wurde das Porzellanrohr mit dem Probe- und 
Kupferzylinder in das Kupferheizrohr in einer der Spulen geschoben und 
magnetisiert. Darauf wurde ein Erhitzungsstrom in die Heizspirale einge- 
führt. Während die magnetische "Umwandlung bei der Erhitzung oder 


(1) K. Honda u. S. Shimizu, Jour. Coll. Sci. 19, Art. 10, 1903. H. Nagaoka u. K. Honda, 
Ibid. 16, Art. 8, 1902. 
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Abkühlung vor sich ging, wurde die Ablenkung des Galvanometers G, und 
die des Magnetometers alle 10 Sekunden gleichzeitig beobachtet. Viele 
Ablesungen des Galvanometers G, wurden inzwischen auch ausgeführt. Aus 
diesen Beobachtungen konnte man die Kurven Magnetisierungs-Zeit, O-Zeit 
und Temperatur-Zeit oder die Kurven Magnetisierungs-Temperatur und 
Q-Temperatur ziehen. 

Bei höheren Temperaturen wurde zuweilen eine kleine Störung der 
Kompensation des Magnetometers beobachtet. Sie betrug höchstens einige 
Prozent der totalen Ablenkung des Magnetometers und wurde immer in 
Betracht gezogen. Man konnte diese Störungswirkung leicht so ermitteln, 
dass man das Porzellanrohr, das das Probestück enthielt, aus dem Heizrohr 
nahm und die Nullpunktverschiebung des Magnetometers beobachtete. 

(2) Schwedisches Eisen. 

Schwedisches Eisen wurde hier untersucht. In Fig. 4 a, 6 sind die 
Kurven Magnetisierungs- Temperatur und O-Temperatur beim Erhitzen, 
so wie auch beim Abkühlen, angegeben. Die Ordinaten sind einmal die 
‘der Magnetisierung proportionale Grösse I, und einmal die Ablenkung © 
des Galvanometers G,. Die Anfangspunkte der Ordinaten sind willkürlich 
gezeichnet ; die I-t Kurven in den Figuren müssen so verstanden werden, 
das der horizontale -Ast der Kurven oberhalb der Umwandlungstemperatur 
den verschwindenden Ferromagnetismus bezeichnet. Die Abzissae sind 
immer die Temperatur ¢. In den Figuren sind H die Feldstarke in Gauss 
und v die Abkühlungs- oder Erhitzungsgeschwindigkeit pro IO Sekunden. 

Wie beim reinen Eisen beobachtet man bei der magnetischen Umwand- 
lung eine deutliche Wärmeerscheinung sowohl bei der Erhitzung als auch 
bei der Abkühlung. Aus der Q-t Kurve bei der Erhitzung sieht man auch, 
dass die Wärmeerscheinung in einem beträchtlichen Temperaturintervall vor 
sich geht. Es ist eine merkwürdige Tatsache, dass die Wärmeentwickelung 
bei der Abkühlung. immer viel grösser ist als die Wärmeentziehung bei der 
Erhitzung. Dies ist aber in folgender Weise zu erklären: Die Wärme- 
entwickelung bei der Abkühlung gleich nach ihrem Eintritt ist viel grösser 
als die in der Endperiode. Bei der Erhitzung ist es doch höchst wahr- 


. scheinlich, dass die Wärmeentziehung in der Anfangsperiode grösser ist als 
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die entsprechende Wärmeentwickelung bei der Abkühlung, und dass sie 
daher in der Endperiode weniger zum Ausdruck kommt als die entsprechende 
Warmemenge beim Abkühlen. Dies verursacht den scheinbaren Unter- 
‘schied zwischen den Wärmetönungen bei der Abkühlung und der Erhitzung; 
doch müssen die beiden Wärmetönungen, wenn sie im ganzen Temperatur- 
intervall zusammen genommen werden, untereinander gleich sein. 

Aus Fig. 4 a sieht man sofort, dass die Temperatur, in der die 
magnetische Umwandlung bei der Erhitzung beginnt, zweifellos höher liegt, 
als die der Wärmeerscheinung. Wie schon oben erwähnt, ist es schwer, aus 
der Kurve die Endtemperatur der Wärmeerscheinung genau zu bestimmen, 
aber aus der Figur scheint es höchst wahrscheinlich, dass die magnetische 
Umwandlung und die Warmeerscheinung gleichzeitig endigen. Aus Fig. 4 4 
ist es leicht zu ersehen, dass diese beiden Erscheinungen gleichzeitig 
anfangen ; aber die Endtemperatur der Wärmeentwickelung ist viel niedriger 
als die der magnetischen Umwandlung. 

In unserem Versuch war die magnetische Feldstärke 107 Gauss. Da 
aber die Probestücke sehr kurz waren, so war das innere Feld sehr: 
schwach, und zwar betrug die Magnetisierungsintensität vor der Um- 
wandlung nur ca. 90 GC. G.S. Einheiten. 

(6) Nickel. 

Ausser Nickel (A) wurde hier Nickel (B) untersucht. Dies wurde von 
Kahlbaum in Drahtform geliefert und hier mit einem Magnesiarohr in einem 
Zylinder zusammen geschmolzen. In Fig. 5 a, 6 und Fig. 6 a, 6 sind 
unsere Resultate wiedergegeben. Die beiden Nickel verhalten sich ganz 
ähnlich wie Eisen. Die Abweichung der Ablenkung © von dem normalen 
Verlauf der Q-t Kurve bei der Abkühlung ist beträchtlich grösser als die 
bei der Erhitzung. Wie schon oben erwähnt, ist dies nur scheinbar ; die 
‘Warmemengen in den ganzen Temperaturintervall müssen in beiden Fallen 
untereinander gleich sein. Beim Erhitzen beginnt die magnetische Um- 
wandlung bei:einer höheren Temperatur als die Warmeerscheinung; das 
Ende beider Erscheinungen ist dagegen gleichzeitig. Beim Abkühlen 
stimmt‘ die Anfangstemperatur der magnetischen Umwandlung’ mit 


‚derjenigen der Wärmeentwickelung gut überein ; aber die letztere Umwand- 


Ueber die Wärmeerscheinungen und Magnetisierungsänderungen etc. 79 


lung hört bei viel niedrigerer Temperatur als die erstere auf. Die äussere 
Feldstärke war 107 Gauss und die Magnetisierungsintensität vor der 
Umwandlung ca. 100 C. G.S. Einheiten. 

Aus den obigen Versuchen ist folgendes zu schliessen: /n Eisen und 
Nickel fallen die Anfangstemperatur der magnetischen Umwandlung beim 
Abkühlen und ihre Endtemperatur bei der Erhitzung mit den entsprechenden 
Temperaturen der Wärmeerscheinungen zusammen. Beim Abkühlen endet die 
Warmeentwickelung bei viel niedrigerer Temperatur als die magnetische 
Umwandlung ; beim Erhitzen fängt die erstere Erscheinung bei beträchtlich 
Lieferer Temperatur als die zweite an. Die Abweichung von Q von dem 
normalen Verlauf der O-t Kurve ist bei der Abkühlung beträchtlich grösser 


als die bei der Erhitzung. 


S5. Die Wirkung der langsamen Erhitzung und Abkühlung auf 
den magnetischen Umwandlungsinteryall. 


Die Magnetisierung wurde magnetometrisch in der vorher beschriebenen 
Weise gemessen. Zur Erwärmung wurde das Kupferheizrohr benutzt ; die 
Temperatur des zu untersuchenden Stückes wurde mit einem gewöhnlichen 
Thermoelement und dem Zeigergalvanometer beobachtet. Schwedisches 
Eisen und Nickel (A) wurden hier untersucht. Eine Lötstelle des Thermo- 
elements befand sich in der Mitte des Probestückes in dem durchbohrten 
Loch, und die andere ausserhalb der Magnetisierungsspule. 

Die Beobachtungen wurden in folgender Weise ausgeführt. In der 
Nähe der Umwandlungstemperatur wurde das Probestück sehr langsam 
erhitzt oder abgekühlt. Die Magnetisierung und die Temperatur wurden 
alle 10 Sekunden gleichzeitig beobachtet. Aus diesen Beobachtungen habe 
ich die I-t Kurven gezogen und die magnetischen Umwandlungsintervalle 
bestimmt. Die Versuche wurden meistens beim Abkühlen ausgeführt; doch 
haben einige beim Erhitzen gezeigt, dass die gesuchte Wirkung für die 
_Erhitzung ganz gleich für die Abkühlung war. Die folgende Tabelle 
enthält das Result beim Abkühlen :— 
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Nickel: H=106.4 Gauss. 









































i ; 
Intervall | ım 103 | 2m 408 | 4m 108 | 4m 408 | 6m 10° | 12m 208 | 15m 408 | 33m | 79m 
; Be | | 
Umw. Interyall |, 22° 4 »23° 2a 00° | 212 | 19° | 19° | 18° 19° 
| | | | | 
Schwedisches Eisen: H= 106.4 Gauss. 
i i — 
Intervall 55 | 2m 08 | 350? ie 7 208 14” 408 23m | 46m 
Umw. Intervall 122 | 122 | 122 122 | 13a ¥0° | 112 
| | | 








- Einige Kurven sind in Fig 7, 8 wiedergegeben. Die Abzissa bezeichnet 
die Temperatur, und die Ordinate die der Magnetisierung proportionale 
Grösse. Die Anfangspunkte der Ordinate sind übereinander geschoben. 

Man sieht, dass, wenn auch in Eisen und Nickel der Umwandlungs- 
intervall zuerst ein wenig abzunehmen scheint, das Intervall für alle 
Abkühlungsgeschwindigkeiten doch fast konstant bleibt. Die kleine Ab- 
nahme bei schnellerer Abkühlungsgeschwindigkeit ist wohl erklärlich ; weil 
in diesem Falle die Temperatur des Probestückes durch den ganzen Körper 
nicht ganz gleichmässig sein kann. Wie wir gleich sehen, hängt das 
Umwandlungsintervall beträchtlich von der Feldstärke ab; aber aus dem 
vorliegenden Versuch können wir wohl schliessen, dass in einer bestimmten 
Feldstärke die magnetische Umwandlung nicht in einer Temperatur, soudern 
nur in einem bestimmten Temperaturintervall vor sich geht. Diese Umwand- 
lung ist daher ganz verschieden von der Zustandsänderung bei der Schmelzung 
oder Verdampfung, in denen sich zwei Phasen. bei einer bestimmten 
Temperatur im Gleichgewicht miteinander befinden. Und zwar gehört in der 
magnetischen Umwandlung zu jeder Temperatur eine bestimmte Magnetisie- 


rungsintensität, vorausgesetzt, dass die Feldstärke konstant bleibt. 


S6. Die Wirkung des magnetischen Feldes auf die Warme- 
erscheinung in Eisen und Nickel. 


Schwedisches Eisen, reines Eisen von Kahlbaum und Nickel (A) wurden 
hier untersucht. Bei langsamer Abkühlung unter der Wirkung des 


magnetischen Feldes wurden die gleichzeitigen Beobachtungen der Galvano- 
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meter G, und G, ausgeführt. Die drei verschiedenen Feldstarken 106.5, 
160.1 und 1290 Gauss wurden benutzt. Die ersten zwei Felder wurden 
durch die Magnetisierungsspule und das letzte durch einen Elektromagnet 
Prof. du Bois’ von kleiner Ausführung erzeugt. Mit diesem Elektromagnet 
wurde oe Probestück senkrecht zur Lange magnetisiert, und die Wärme- 
entwickelung bei der Abkühlung beobachtet. 

Einige unserer Resultate sind in Fig. 9 a, 6 und Fig. 10 a, 6 wieder- 
gegeben. Vergleicht man Fig. 9 a, 6 mit Fig. 4 4 und Fig. 5 4, so ist es 
klar, dass die Feldstarke auf die Warmeerscheinung kaum einen Einfluss 
ausübt. Fig. 10 a, d bestätigen noch deutlicher den obigen Schluss; hier 
wurden die Anfangspunkte der Ordinaten absichtlich übereinander geschoben. 
Aus dem obigen Versuche können wir mit Sicherheit folgendes schliessen: 
Die Wärmeerscheinungen bei der magnetischen Ummandlung sind von der 


' Feldstirke unabhängig. 


S 7. Die Wirkung des magnetischen Feldes auf die 
magnetische Umwandlung. 


Es ist eine wohl bekannte Tatsache, dass in schwachen Feldern von 
einigen Gauss ‘die Magnetisierung von der Temperatur fast unabhängig 
bleibt, bis sie bei der Umwandlungstemperatur sehr schnell abfällt, und 
dass in starken Feldern die Magnetisierung von Zimmertemperatur an mit 
steigender Temperatur kontinuierlich abnimmt, bis sie vor ihrem Versch- 
winden ziemlich schnell abfällt. Bei der Untersuchung, die sich auf das 
Umwandlungsintervall bezieht, ist es sehr nötig, dass die Temperatur dem 
ganzen Probestück entlang gleichmässig sein ; diese Bedingung wurde aber 
bisher von den meisten Forschern nicht streng berücksichtigt. 

In den kohlenstoffreichen Stählen haben Hr. Dr. H. Takagi und der 
Verfasser gefunden, dass die Magnetisierung bei eutektischer Umwandlung 
diskontinuierlich abnimmt, eine bisher noch nicht beobachtete Tatsache. | Die 
innere Feldstarke war aber damals nicht sehr gross. Aus den beiden oben 
genannten Gründen war es sehr wünschenswert, denselben Versuch in 


stärkeren Feldern zu wiederholen. 
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Wir haben reines Eisen, vier Stähle aus F. Krupp und Nickel (C) von 
Johnson und Matthey, untersucht. Das Probestück wurde in einem Zylinder 
von Iocm Länge und 6mm Dicke untergebracht. Um eine Lötstelle des 
Thermoelements aufzunehmen, wurde ein enges Loch, 1.5 mm weit und I cm 
lang, in ein Ende des Zylinders coaxial gebohrt. Das Kupferheizrohr, 
innerhalb dessen die Temperatur über 13cm lang gleichmässig war, wurde 
hier benutzt. 

Der Versuch wurde in folgender Weise ausgeführt: Die Wirkung der 
Magnetisierungsspulen und des Heizrohrs auf den Magnetometer wurde 
zuerst kompensiert. Das Probestück wurde dann in dem Heizrohr so 
gelegt, dass es, wenn es erhitzt wurde, einer gleichmässigen Temperatur 
ausgesetzt war. 

Die inneren Felder H wurden nach der Formel H=H,—IN berechnet, 
wo H, das äussere Feld, I die Magnetisierungsintensität und N der Ent- 
magnetisierungsfacter sind. Das untersuchte Feldbereich hat sich von ca. 
ıo bis 350 Gauss erstreckt. Die Magnetisierungsintensitat I wurde durch 
die folgende Formel zur absoluten Einheit zurückgeführt :— 


Gast 
2Vr 





= h tan @, 


wo r den Abstand des Magnetpols von dem Mittelpunkte des Probestückes, 
2/ die Länge des Probestückes, V das Volum, / die horizontale Komponente 
des erdmagnetischen Feldes und @ den Ablenkungswinkel des Magneto- 
meters bedeuten. Die Resultate sind in Fig. 11-16 angegeben. 

(a) Keines Eisen. | | 

Fig. 1172, D bezeichnen die I-t Kurven für reines Eisen von Kahlbaum. 
Beim Erhitzen nehmen die Temperaturen, in denen der schnelle Abfall des 
Magnetismus anfängt, mit der Feldstärke beträchtlich ab. In dem kurzen 
zylindrischen Stücke vollzieht sich die magnetische Umwandlung in einem 
Intervall von ca. 12°; bei dem vorliegenden langen Stück hat das Intervall 
ca. 17° für H= 17.2, 140° für H=37.2 und 280° für Hr 


In sehr starken Feldern fängt die Magnetisierung schon von Zimmer- 





(1) Die Korrection des Lochs wurde nur in die Berechnung von V genommen. 


Ueber die Wärmeerscheinungen und Magnetisierungsänderungen etc. 83 


temperatur an abzunehmen. Die Endtemperatur der magnetischen Um- 
wandlung ist für alle Feldstärken annahrend gleich; doch wachsen sie mit 
zunehmender Feldstärke sehr wenig an. Beim Abkühlen beobachtet man 
ein ähnliches Verhalten wie beim Erhitzen. 

(6) Nickel. 

Fig. 12 a, 6 bezeichnen die I-t Kurven für Nickel (C) bei der Erhitzung 
und der Abkühlung. Beim Erhitzen nehmen die Temperaturen, in denen 
der Magnetisierungsabfall anfängt, mit der Feldstärke beträchtlich ab, wie 
beim Eisen. Mit dem Probestücke ist das Intervall ca. 40° für H=9.6 
und 150° für H=26.0. In einem Feld von 435.2 nimmt die Magnetisierung 
schon von Zimmertemperatur ab. Die Endtemperaturen der magnetischen 
Umwandlung sind für alle Feldstärken ganz gleich. Beim Abkühlen 
beobachtet man eine ähnliche Änderung der Magnetisierung, wie beim 
Erhitzen. Die Anfangstemperatur der magnetischen Umwandlung beim 
Abkühlen ist um ca. 14° niedriger als die Endtemperatur der Umwandlung 
bei der Erhitzung. 

(c) Stähle. 

In Fig. 13-16 sind meine Resultate‘ für die vier verschiedenen Stähle 
angegeben. Früher haben Herr Dr. H. Takagi und der Verfasser zwölf 
Stähle von verschiedener Kohlenstoffkonzentration untersucht. Damit man 
aber wissen kann, wie sich die I-t Kurve für die Stähle mit der Feldstärke 
ändert, wird es genug sein, mit den vier Stählen von den Konzentrationen 
0.18%C, 0.44%C, 0.80%C und 1.30%C die Versuche auszuführen. 

Aus Fig. 13 a, d ist folgendes zu.entnehmen: In einem schwachen 
Feld von 6.2 bleibt die Magnetisierung des Stahles 0.18% C mit zunehmender 
Temperatur konstant, und von ca. 770° an fällt sie sehr schnell ab. Eine 
ähnliche Änderung der Magnetisierung wird auch bei der Abkühlung 
beobachtet; nur die Endtemperatur der magnetischen Umwandlung ist 
beim Erhitzen um ca. 7° höher als die Anfangstemperatur der Umwandlung 
beim Abkühlen. Diese. Ergebnisse stimmen mit denen des. früheren 


‘Versuchs ®, der in einem noch schwächern effektiven Felde ausgeführt 





(1) Die Resultate beziehen sich die Magnetisierungsänderung oberhalb ca. 250°, 
(2) Honda u. Takagi, 1. c. 
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wurde, gut überein. Wie beim Eisen und Nickel fallen die Anfangs- 
temperatur der magnetischen Umwandlung bei der Erhitzung und ihre 
Endtemperatur bei der Abkühlung mit zunehmender Feldstärke stark ab. 
In den I-t Kurven für stärkere Felder kann man deutlich die kleine 
diskontinuierliche Änderung der Magnetisierung, die der eutektischen 
Umwandlung entspricht, bemerken. Der ganze Verlauf der Kurven ist zwar 
ein solcher, als ob die glatte kontinuierliche Änderung der Magnetisierung 
durch die eutektische Umwandlung zeitweilig gestört würde. Die eutekti- 
sche Temperetur bei der Erhitzung ist um ca. 64° höher als die bei der 
Abkühlung 

Ganz analoges Verhalten zeigen die Stähle 0.44%C, 0,80% C und 
1.30%C, wie man aus Fig. 14, 15, 16 sieht. Wie früher” nimmt die. dis- 
kontinuierliche Änderung der Magnetisierung bei der eutektischen Um- 
wandlung mit der eutektischen Menge zu, so dass in kohlenstoffreichen 
Stählen der grösste Teil der Magnetisierung bei dieser Umwandlung 
diskontinuierlich erscheint oder verschwindet. Wenn man aber den ganzen 
Verlauf der I-t Kurven betrachtet, so sieht man sofort, dass die Kurven 
eine solche Form haben, als ob der normale Verlauf der Kurven durch die 
eutektische Umwandlung unterbrochen sei. Die diskontinuierliche Änderung 
der Magnetisierung bei dieser Umwandlung wird mit zunehmender Feld- 
stärke grösser werden. Die eutektische Temperatur bei der Erhitzung ist 
bei den Stählen um 60°-30° höher als die bei der Abkühlung. 

Eine wichtige Tatsache verdient noch erwähnt zu werden : Oberhalb 
der eutektischen Temperatur beobachtet man eine weitere Änderung der 
Restmagnetisierung‘”, die mit zunehmender Kohlenstoffkonzentration immer 
kleiner wird. Wie unten gezeigt wird, beobachtet man dieser kleinen 
Änderung der Magnetisierung entsprechend eine schwache Wärmeerschei- 
nung, die auch mit wachsendem Kohlenstoffgehalt abnimmt. 

Aus dem obigen Versuche können wir folgendes schliessen: Zr 
schwachen Feldern vollzieht sich die magnetische Umwandlung in Eisen, 
Stählen und Nickel in einem kleinen Temperaturintervall. Mit zunehmender 


Feldstärke wird das Intervall stark vergrössert ; und in einem sehr starken 





(1) Honda u. Takagi, l.c. (2) Sehe auch die zunächst erscheinende Arbeit. 
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Feld tängt die Magnetisierung an, von Zimmertemperatur an allmählich 
abzunehmen. Je höher die Temperatur steigt, um so schneller fällt die 
Magnetisierung ab, bis zum Verschwinden. In Stählen wird dieser Verlauf 
der I-t Kurven durch die eutektische Umwandlung unterbrochen. Bei 
dieser Umwandlung ändert sich die Magnetisierung diskontinuierlich „diese 
diskontinuierliche Änderung nimmt mit steigender eutektischer Menge immer 


- mehr zu. 


§ 8, Die Wärmeerscheinungen bei höheren Temperaturen 
in Eisen und Stählen. 


Das Heizrohr und Kompensationsstück aus Nickel wurden hier benutzt. 
Genau in derselben Weise wie in$ 3 wurde die Wärmeerscheinung bei der 
Erhitzung oder bei der Abkühlung mit den zwei Galvanometer G, und G, 
untersucht. Die 12 Stähle von F. Krupp und reines Eisen von Kahlbaum 
wurden zur Untersuchung genommen. Die Empfindlichkeit des Galvano- 
meters G, war in dieser Versuchsreihe 0.75 cm pro Grad. 

Da es unbedingt nötig war, dass man durch die ganze Beobachtungs- 
reihe den Strom im Heizrohr konstant hielt, so wurde in den Beobach- 
tungen beim Erhitzen der Heizstrom auf 4.7 Ampere konstant gehalten, und 
die Ablenkungen der Galvanometer G, und G, alle ro Sekunden gleichzeitig 
beobachtet. In den Beobachtungen der zwischen 1000° und 600° sich 
vollziehenden Abkühlung wurde der Heizstrom nach der Erhitzung auf 
eine Temperatur von 1050° auf 2.7 Ampere verkleinert, und während 
der Abkühlung wurden die Beobachtungen alle ro Sekunden abgelesen. 
Für die noch niedrigere Temperatur wurde der Heizstrom auf 2 Ampere 
verkleinert. Für jedes Probestück wurden im allgemein 4 Abkühlungs- und 
3 Erhitzungskurven genommen. Diese Kurven zeigten für alle Stücke eine 
gute Übereinstimmung. 

Mittels des Heizrohrs und Kompensationsstückes aus Kupfer wurde 
es erwiesen dass das Nickel sich keine weitere Wärmeerscheinungen aufweist 
als die oben erwähnte. 


(a) Reines Eisen. 
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In Fig. 17 sind die zwei Q-t Kurven bei der Erhitzung und der 
Abkühlung angegeben. Die Abkühlungs- oder Erhitzungsgeschwindig- 
keiten in verschiedenen Teilen der Q-t Kurven sind in den Kurven bemerkt. 
In der Abkühlungskurve sehen wir die zwei hervorragenden Maxima. 
Das erste Maximum ist die „-? Umwandlung, die hauptsächlich bei einer 
bestimmten Temperatur 915° vor sich geht, und das zweite ist die mit der 
beginnenden Magnetisierung gleichzeitig eintretende, langsame Wärme- 
entwickelung—die sogenannte ß-a Umwandlung. Diese Warmeentwickelung 
beginnt schon beim Punkt m, bei ca. 804°, und halt bis auf weniger als 
700° an. In der Erhitzungskurve sehen wir auch die zwei ausgeprägten 
Minima. Die der a-? Umwandlung entsprechende Wärmeerscheinung 
beginnt schon bei ca. 730° und scheint erst bei ca. 830° zu endigen. Die 
ß-7 Umwandlung beim Erhitzen geht hauptsächlich bei einer bestimmten 
Temperatur von 934° vor sich. Diese Wärmeerscheinung kommt daher bei 
der Erhitzung um ca. 20° höher als bei der Abkühlung vor. Nach dem 
frühern Versuche" fällt die Suszeptibilität reinen Eisens bei der Erhitzung 
bei ca. 935° fast diskontinuierlich herab. Diese Temperatur stimmt mit 
der oben erwähnten Temperatur der ß-y Umwandlung gut überein. 

Die Tatsache, dass die Wärmeerscheinung bei der 7-8 Umwandlung beim 
Abkühlen scheinbar etwas grösser ist als die beim Erhitzen, ist hauptsächlich 
dem Unterschied der Abkühlungs- und Erhitzungsgeschwindigkeiten zuzu- 
schreiben. Wenn aber die Wärmemengen der a-? Umwandlung, die bei 
einem grossen Temperaturintervall vor sich geht, in der Erhitzung und der 
Abkühlung mit einander zu vergleichen sind, so muss man die Abkühlungs- 
und Erhitzungsgeschwindigkeiten, so wie auch das Temperaturintervall, in 
Betracht ziehen. Die beiden Wärmemengen scheinen auf diese Weise mit 
einander annährend gleich zu sein. 

Einen andern Versuch habe ich auch ausgeführt, um zu sehen, ob es 
unterhalb 700° noch andere weitere Wärmeerscheinungen gibt, die Robert- 
Austin beim elektrolytischen Eisen gefunden hat. Der Versuch zeigt aber 
bis 200° keine andere Wärmeerscheinung. 


(1) P. Weiss u. G. Foéx, Arch. des Sci. Phys. et Nat., No. 1, 2, 31, p. 5 et 89, 1911. K. Honda 
u H. Takagi, Sci. Rep. I, p. 229, 1913. 
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(4) Stähle. 

Für 12 Stähle waren die Abkühlungs- oder Erhitzungsgeschwindigkeiten 
annährend gleich, so dass man die Grösse ihrer Wärmeerscheinungen mit 
einander vergleichen kann. Die Abkühlungsgeschwindigkeiten bei 900°, 
800° und 700° waren bezw. 3.00°, 1.67° und 0.95° pro 10 Sekunden. In 
Fig. 18-21 sind die Q-t Kurven beim Abkühlen angegeben. In Stahlen 
mit 0.14%C und 0.18%C sieht man die drei hervorragenden Maxima ; das 
erste und zweite entsprechen bezw. den y-ß und ß-@ Umwandlungen, und 
das letzte der eutektischen Umwandlung. Im zweiten Stahle sind die beiden 
ersten Maxima zu etwas niedrigeren Temperaturen verschoben als die des 
ersten Stahles, und zu gleicher Zeit nähern sie sich einander. Im Stahle mit 
0.31%C fallen die beiden Maxima schon zusammen; mit noch steigendem 
Kohlenstoffgehalt fällt dieses doppelte Maximum zur eutektischen Wärme- 
entwickelung immer mehr zusammen. In den kohlenstoffreicheren 'Stählen 
als 0.75%C sieht man nur ein einfaches Maximum bei der eutektischen 
Umwandlung. Die 7-? Umwandlung geht, wie bei reinem Eisen, nicht in 
einer bestimmten Temperatur, sondern in einem Temperaturintervall, vor sich. 
In den Figuren sind die Temperaturen der beginnenden 7-8 Umwandlung mit 
a, und die der beginnenden ß-a Umwandlung mit m, und die der eutektischen 
Umwandlung mit z, bezeichnet. Die zweiten Temperaturen fallen mit den 
Temperaturen der beginnenden Ferromagnetisierung™ gut zusammen. 

Mit steigender Kohlenstoffkonzentration nimmt die Temperatur «a 
stetig ab, bis sie bei 0.94%C mit der Temperatur der eutektischen Aus- 
scheidung zusammenfallt. Temperatur bleibt für alle Stähle annährend 
konstant; doch nimmt sie mit steigendem Kohlenstoffgehalt ein wenig 
ab. Die Zunahme von Q zwischen der Temperatur 7 und der eutektischen 
nimmt mit steigender Kohlenstoffkonzentration stetig ab. Dementsprechend 
haben wir dieselbe Magnetisierungsanderung™, d. h. die Zunahme der 
Magnetisierung zwischen der Temperatur 2 und der eutektischen nimmt mit 
steigendem Kohlenstoffgehalt immer mehr ab. Carpenter und Keeling‘” 


haben auch ähnliche Punkte wie m auf ihren Kurven gehabt und sie als 





(1), (2) K. Honda u. H. Takagi, 1. c.; sehe die zunächst erscheinende Arbeit. 
(3) Carpenter u. Keeling, Jour. of the Iron and Steel Institute, No. I, p. 224, 1904. 
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die der Umwandlung entsprechende Punkte betrachtet. Meiner Meinung 
nach sind sie aber nur die Temperaturen der beginnenden Ferromagne- 
tisierung, bei denen die daran geknüpfte Wärmeerscheinung anfängt. Wie 
man aus Fig. 27 sieht, nimmt die Wärmeentwickelung bei der eutektischen 
Umwandlung mit dem Kohlenstoffgehalt linear zu bis ca. 0.8%C, und. 
dann allmählich ab. Dieser eutektische Punkt 0.8% C ist etwas kleiner 
als die allgemein angenommene Konzentration 0.9 % C%. Aus einer 
Extrapolation kann man schliessen, dass die eutektische Wärmeentwickelung 
bei einer Kohlenstoffkonzentration von ca. 0.05%C verschwindet. Dies 
stimmt mit dem Resultat Meuthens‘” überein. 

Carpenter und Keeling haben auch für alle von ihnen untersuchten 
Stähle einen Knick bei ca. 600° beobachtet. Ich habe daher besondere 
Versuche zwischen 500°-750° angestellt, um zu sehen, ob es bei meinen 
Stählen auch einen solchen Knick gibt. Die erhaltenen Kurven haben alle 
nur ein einziges eutektisches Maximum gezeigt, und es wurde kein Knick 
beobachtet. ‘Da aber meine Stähle ziemlich viel Mangan (ca. 0.4 % Mn) 
enthalten, so ist es möglich, dass Mangan gegen die in Betracht kommende 
Umwandlung wirkt. Ich habe daher zwei andere Stähle, Tama- und Jo- 
_ stahl, die keinen Spur des Mangans enthalten, untersucht. Ein Knick wurde 
trotzdem in dem erwarteten Temperaturgebiet nicht beobachtet. Es scheint 
mir daher höchst wahrscheinlich, dass die horizontale Linie bei 600° nicht 
mit Recht zum Zustandsdiagramm des Systems Eisen-Kohlenstoff gehört. 

Bei der erst- und zweimaligen Abkühlung habe ich oft bei einigen 
Stählen ein weiteres, ziemlich klar definiertes Maximum bei ca. 800-870° 
beobachtet, wie es beispielsweise in Fig. 22 und 23 angegeben ist. Die 
Temperatur dieses Maximums war für denselben Stahl nicht immer gleich a 
es schwankte oft um einige zehn Grade. Bei wiederholter Erhitzung und 
Abkühlung ist das Maximum gänzlich ‚verschwunden. Diese Erscheinung 
ist daher dem System Eisen-Kohlenstoff nicht eigentümlich und wahrschein- 
lich einem gelösten Gase zuzuschreiben. 

In Fig. 24-26 sind die Q-t Kurven bei der Erhitzung angegeben. Die 


(1) u. (2) A Meuten, Ferrum, 1. c. 
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Beobachtungen wurden für alle Stähle von 650° bis 900° gemacht, von 
denen nur ein Teil in den Figuren angegeben ist. Die Erhitzungsgesch- 
windigkeit bei 770° war ca. 2.5° pro 10 Sekunden. Für alle Proben ist die 
Temperatur der eutektischen Umwandlung bei der Erhitzung ca. 760°, die um 
40° bis 60° höher ist als die bei der Abkühlung. Wie beim Abkühlen nimmt 
die diskontinuierliche Abnahme von Q bei der eutektischen Umwandlung 
mit dem Kohlenstoffgehalt linear zu, erreicht ein Maximum bei der 
Konzentration von 0.3%C, und dann nimmt sie wieder ab. 

In den Stahlen mit 0.14%C und 0.18% C kann man die a-ß Um- 
wandlung durch eine schwache Inflexion (7%) auf den Q-t Kurven finden ; 
aber die -Y Umwandlung war bei der Erhitzung schwer zu verspüren. 

Aus obigem Versuche können wir folgendes entnehmen: Jz reinem 
Eisen geht die B-y Umwandlung bei einer bestimmten Temperatur vor sich. 
In den Stählen dagegen vollzieht sich die Umwandlung in einem Ti zmperatur- 
intervall. Die Anfangstemperatur dieser Umwandlung bei der Abkühlung 
nimmt mit steigendem Kohlenstoffgehalt schnell ab; das Intervall dieser 
Umwandlung erstreckt sich bis zur Temperatur der eutektischen Ausscheidung. 
Die eutektischen Temperaturen bei der Abkühlung nehmen mit steigender 
Kohlenstoffkonzentration ein wenig zu; das umgekehrte git für dieselbe 
Temperatur bei der Erhitzung. Die Wärmeerscheinung bet der o-B Um- 
wandlung fängt für alle Stähle bei einer annährend konstanten Temperatur m 
an und erstreckt sich wenigstens bis zur eutektischen Ausscheidung. (Fig. 28). 

Zum Schlusse ist es sehr interessant, die Dilatationskurven von Charpy 
und Grenet®” mit dem vorliegenden Resultat zu vergleichen. In der 
beigefügten Figur von Charpy und Grenet habe ich mit a die Endtemperatur 
der ß- Umwandlung bei der Erhitzung bezeichnet. Diese Temperatur 
nimmt bei steigender Kohlenstoffkonzentration schnell ab. Die eutektische 
Temperatur z ist von der Konzentration 0.15%C an bemerkbar und bleibt 
für verschiedene Stähle konstant. Die zwei Temperaturen @ und x nähern 
sich mit steigender Kohlenstoffkonzentration immer mehr, und bei der 


Konzentration 0.64%C fallen sie fast zusammen. Die magnetische oder 


(1) Charpy u. Grenet, Bulletin de la Soc. d’Encouragement, 104, p. 464, 882, 1903. 
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o-ß Umwandlung, die bei kohlen- 
stoffarmen Stählen ausgeprägt ist, 
erfolgt immer langsam. Die obigen 
Erscheinungen stimmen mit 
meinem thermischen Resultate 
gut überein. 

In Fig. 29-31 sind die Photo- 
graphien der Schliffe reinen Eisens, 
schwedischen Eisens, des Nickels 
(A), des Kobalts und der Stähle 
angegeben, die Herr Prof. K. Ta- 


wara in der Tokio Universität 





freundlicher Weise für mich 


SD 40 500600 70 80 su m angefertigt hat. 


§ 9. Schlussbemerkungen. 


In reinem Eisen geht die sogenannte ß-y Umwandlung—nach meiner 
Meinung a-7 Umwandlung—bei einer bestimmten Temperatur vor sich; so - 
unterliegt es keinem Zweifel, dass sie eine Zustandsänderung, d.h., eine 
Phasenumwandlung zeigt. Wie schon erwähnt, erleidet die paramagnetische 
- Suszeptibilität hier eine fast diskontinuierliche Änderung. Der von H. Le 
Chatelier™ gefundene Knick bei ca. 860° auf die Widerstands-temperatur- 
kurve des Eisens mit 0.05%C entspricht wahrscheinlich der ß-y Umwand- 
lung. D.K. Morris” und E. P. Harrison haben die Knicke bei etwas 
niedrigerer Temperatur als der letztere Forscher gefunden. Da aber der 
Kohlenstoffgehalt von den beiden Forschern nicht angegeben ist, so ist es 
schwer zu entscheiden, ob die Knicke der oben erwähnten Umwandlung 


entsprechen. 


(1) Le Chatelier, C. R. 110, p. 283, 1890. 
(2) Morris, Phil. Mag. 44, p. 213, 1897. 
(3) Harrison, Phil. Mag. 3, p. 177, 1902. 
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Die nächste Frage ist nun was die sogenannte «-ß Umwandlung ist? 
Ist sie eine Phasenumwandlung ? Die Wärmeerscheinung geht in einem 
grossen Temperaturintervall vor sich. Meiner Meinung nach sind die der 
Wärmeerscheinung entsprechende «-ß Umwandlung und die magnetische 
Umwandlung zwei verschiedene Aspekte einer und derselben Erscheinung, 
und zwar ist diese Umwandlung nicht eigentlich eine Phasenumwandlung, 
sondern eine mit der Temperatur kontinuierlich fortschreitende Änderung 
der Eigenschaft einer Phase. 

Nach Weissscher Theorie‘ ist dies in folgender Weise aufzufassen. Die 
molekularen Magneten im Eisen sind, trotz seinem nicht magnetisierten 
Zustande, in einzelnen kleinen Teilchen oder Kristallchen alle gleichgerichtet, 
so dass die Teilchen immer bis zur Sättigung magnetisiert sind. Da aber 
die Teilchen nach verschiedenen Richtungen gerichtet sind, so übt der 
Körper als ganzes keine magnetische Wirkung nach aussen aus. Wirkt 
darauf ein magnetisches Feld, so streben die molekularen Magneten nach 
der Richtung der Kraft. Dem entgegen wirken die gegenseitigen Wech- 
selwirkungen der Magnetchen (nach Weiss das molekulare Feld) und der 
kinetische Zustand der Moleküle. Mit zunehmender Temperatur wird die 
letzte Wirkung wegen der zunehmenden kinetischen Energie der Moleküle 
immer stärker werden und daher die Magnetisierung allmählich abnehmen. 
Bei einer hohen Temperatur fangen die Magnetchen wegen der Abnahme 
der Wechselwirkung und der Zunahme der kinetischen Energie an eine 
heftige thermische Bewegung auszuführen, so dass die Magnetisierung hier 
sehr rasch abfällt. Durch das Einführen des molekularen Feldes haben 
P. Weiss und P. N. Beck” gezeigt, dass die Wärmetönung bei der a-ß 
Umwandlung durch die magnetische Energie in quantitativer Hinsicht sich 
gut erklären lässt. 

Oben habe ich gezeigt, dass die der «-# Umwandlung entsprechende 
Warmeerscheinung von der Feldstärke unabhängig ist, während das Inter- 
vall der magnetischen Umwandlung von ihr stark abhängt. Dies wider- 
spricht aber nicht der obigen Auffassung, dass die Wärmeerscheinung und 


(1) Weiss, Jour. de Phys., 4°, 6, p. 661, 1907. 
(2) Weiss u. Beck, Jour. de Phys. 1. c. 


92 _Kétaré Honda. 


die magnetischen Umwandlung einer gemeinsamen Ursache zuzuschreiben 
sind. Denn das, was in der magnetischen Energie und daher in der 
Wärmeerscheinung eine Hauptrölle spielt, ist das molekulare Feld, das im 
Vergleich mit dem äusseren Feld ausserordentlich gross ist. Die Wärme- 
erscheinung muss daher von dem äussern Feld fast unabhängig sein. 

Es ist oben schon erwähnt, dass das Intervall der magnetischen 
Umwandlung mit der Feldstärke schnell zunimmt, und dass bei einem sehr 
starken Felde die Magnetisierung von Zimmertemperatur an schon abnimmt. 
Nach der obigen Auffassung muss daher die Wärmeerscheinung von 
Zimmertemperatur an sich entwickeln beginnen, wenn sie auch sehr klein 
sein muss. Wir haben zwar gesehen, dass die Wärmeerscheinung sich 
wenigstens über 100° erstreckt. 

Aus dem oben Gesagten schliesse ich daher, dass es im reinen Eisen 
die zwei Zustände a und y gibt, und dass die magnetische Umwandlung 
(a-8) nicht eigentlich eine Phasenumwandlung, sondern die Änderung 
der Eigenschaft infolge der Temperatur ist. Aus ähnlichem Grunde kann 
man bei Nickel und Kobalt nicht zwei Zustände a und 7 unterscheiden, 
sondern es existiert nur ein einziger Zustand bis auf ihre Schmelzpunkt. 
Es ist hier auch noch folgendes zu erwähnen : Die Tatsache, dass es beim 
Temperaturintervall, in dem die magnetische Umwandlung in Eisen, Nickel 
und Kobalt rasch vor sich geht, auch die schnelle Änderung anderer 
Eigenschaften gibt, steht der obigen Auffassung der a—? Umwandlung nicht 
entgegen. Denn man hat bisher die Änderung anderer Eigenschaften bei 
dieser Umwandlung nicht diskontinuierlich, sondern immer langsam vor 
sich gehend gefunden. i 

Benedicks betrachtet das ß-Eisen als eine feste Lösung, von a- und 7- 
Eisen. Nach ihm ist die Wärmeerscheinung bei der 8-@a Umwandlung der 
Umwandlung des im untergekühlten Zustande befindlichen y-Eisens zum 
a-Eisen zuzuschreiben. Diese Unterkühlung wird durch den im Eisen in 
geringer Menge vorhandenen Kohlenstoff verursacht, und daher müsste die 
Wärmeerscheinung für absolut reines Eisen gänzlich fehlen. Dies scheint 
mir nicht wahrscheinlich, weil in meinem Versuche diese Wärmeerscheinung 


im schwedischen Eisen (0Q=4cm) weniger ausgeprägt ist als die bei 
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reinem Eisen (Ö(Q=7 cm). Ausserdem steht die Tatsache, dass die Wärme- 
erscheinung bei der magnetischen Umwandlung auch in Nickel und’ Kobalt 
beobachtet wird, der Meinüng Benedicks’ entgegen. 

Die oben schon erwähnte a-r Umwandlung geht in reinem Eisen 
hauptsächlich bei einer bestimmten Temperatur vor sich; aber dieselbe 
Umwandlung in Stählen erstreckt sich auf ein beträchtliches Temperatur- 
intervall. Nach. obigem Versuche nimmt die Anfangstemperatur der a-y 
Umwandlung mit dem steigenden Kohlenstoffgehalt schnell ab, bis sie bei 
ca. 0.9 % C mit der eutektischen Temperatur zusammenfallt. Die End- 
temperaturen dieser Umwandlung scheinen sich für alle Stähle auf die 
eutektische Temperatur zu erstrecken. Dementsprechend nimmt die Wärme- 
menge bei der. eutektischen Ausscheidung mit steigender Kohlenstoff- 
konzentration linear zu, erreicht sie ein Maximum, und dann nimmt sie wieder 
ab. Die Anfangstemperatur der magnetischen Umwandlung liegt für die 
Stähle bei 795°-770° und daher im a- sowohl als auch im y-Zustand ; bei 
eutektischer Temperatur ändert sich die Magnetisierung diskontinuierlich, und 
die Endtemperatur der magnetischen Umwandlung erstreckt sich bis unter 
Zimmertemperatur. Das Zustandsdiagramm des Systems Eisen-Kohlen- 
stoff in dem betreffenden Gebiet muss dann nach der obigen Auffassung 
wie) das ein.) der 
beigefügten Figur 
angegebene sein. 
In der Figur ist die 
Linie AB die An- 
fangstemperatur 
der y-a Umwand- 
lung und DE die 
eutektische Hori- 
zontale, deren An- 
fangskonzentration 


ca. 0.05% C ist. 





Die Existenz der 


‚Linie BC konnte ich in der vorliegenden Arbeit nicht nachweisen. Die 
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punktierte Linie FG ist die Anfangstemperatur der magnetischen Umwand- 
lung bei der Abkühlung, Die zwei Linien AB und FG schneiden sich bei 
einer Konzentration von ca. 0.3%C. Die horizontalen Linien bei ca. 800° 
und 600° in diesem Diagramm anzugeben, wie es Carpenter und Keeling 
getan haben, ist nach meiner Meinung nicht richtig. Ich habe die Absicht, 
demnächst diesen Versuch auf kohlenstoffreichere Stähle, Wolfram- und 
Chromstahl und schliesslich auf Nickelstähle auszudehnen. 

Zum Schlusse möchte ich Herrn Prof. K. Tawara für seine beständigen, 
wertvollen Ratschläge, besonders in metallographischer Hinsicht, meinen 
herzlichen Dank aussprechen. Den Herren J. Ökubo, T. Matsuda, T. 
Matsushita, T. Takayanagi, Y. Ogura und S. Mashima, die bei den - 
Beobachtungen vorliegender Arbeit meine freissigen Helfer waren, bin ich 


aufrichtigen Dank schuldig. 


(Vorgetragen in der Sitzung der Tökiö Physico- 
Mathematical Society am 6, Juni, 1913). 
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Fig. 1@. Reines Eisen. 
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Fig. 2z. Nickel (A). 








CEN-EREEEEEC 
ae ek te Pe a 
INEZERTUINERERE 

Ee Sees eR Saas 
en Pe RNIT IR IE BF 





LER mad 
Zwithits 


OF THe 
UNIVERSITY OF ILLINOIS | 





= = ‘ 
2 = 
N \ i 
ur 
Br . - Pr + 
7 . - be 
- 4 
. 
. i 
- 4 
: ; % i- 
ale 
« . 
5 = 
“ Er = 2 
E = 
2 I . 
. 
D 2 \ 
ay ‘ j 
. 
- < 
rs = 
B 5 
E ~ 
A 1 75 
u 
- = . = u ' s 
u B + " 4 # 
= — - 
| - I 








a feel 






Fig. 3. Kobalt. 






























































Fig.4 @. Schwedisches Eisen. 
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Fig. 5 @. Nickel (A). 


Ss lB EP a Si 
Sole a tl ee ee 
eee hans 
Pe eal al ee 


















































Fig. 6 a. Nickel (B). 


EEE 
BCA aro 
pe a a aa 
a es 
Sena ems 
ie DIP = 





































fa Bi is 
es on el 
Ban 


a 


a 
ei 
ia 
a 
ie 
N 
u 
es 
Am 
re? 


Pech 
| SS 
























ee 
BEIRSSBER 
zer Na eee 
SEDEZZBEDE 


70 80 90 83007 





760 





Fig.8. Nickel (A). 
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Fig. 9@.Schwedisches Eisen. 
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Fig. 10q@. Reines Eisen. 
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@ Fig. 11 @. Reines Eisen. 
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“= 12 @. Nickel (©). 
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Fig. 13 @. Stahl g7e%c 
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Fig. 14@. Stahl O, 4440 
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Fig. 145. Stahl 08 22%c 
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On the Lorentz Transformation with Some 
Geometrical Interpretations. 


BY 


KINNOSUKE OGURA. 





1. The main object of this note is to treat the kinematics on the 
principle of relativity with some geometrical interpretations. In the first 
section we will give some invariants containing coordinates, time, velocity 
and acceleration with their interpretations by the imaginary rotation due to 
Minkowski and by the real rotation due to Wilson and Lewis. In the 
second section there will be found a somewhat different method from those 
of Sommerfeld’s and Varicak’s for proving that the kinematical space of 
relativity is the non-euclidean space of Lobatschefsky and Bolyai. In the 
third section we will treat the Laguerre transformation in some detail; for 
this transformation in Lie’s sphere manifordness is equivalent to the Lorentz 
transformation in space-time manifoldness. Lastly in the fourth section we 
will give some geometrical properties which do not change by synchronous 


measurements of length. 


i 
Kinematical Invariants. 


2, In the first place it will be convenient to consider the differential 
invariants with respect to the rotation about the origin (0,0) of any 
rectangular coordinates in the x/-plane which is represented by 

x = x cos 0 + J sin 6, 
(1) 


l!’ = — x sin @ + lcos 6. 





(1) For reference, see J. Ishiwara: Bericht über die Relativitätstheorie, Jahrbuch der 
Radioaktivität und Elektronik, 9 (1912), p. 560. 
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The rotation forms the infinitesimal transformation having the symbol® 


Hence its invariant function for one point (4, 7) is 
held, (2) 


which is the distance between the point and the origin; - so any circle 


having the origin as its centre is invariant. 
And the invariant for two points (x, 4) and (%, 4) is 
Mn, +(4- 4) 


which is the distance between the two points. 
Now since the extended infinitesimal rotation of the first order is 


Ox 


ve  et 
ax 


its differential invariants of the first order are 











al ax 
l— x —— Z — #£ 
RER LS.) en‘ 
d dl 
RES 
and ua her (4) 


From the invariance of /, we see that the angle between the radius 
vector at any point of a curve /= (x) and the tangent to the curve at 
that point is invariable with respect to the rotation about the origin. 


The invariance of the differential equation (4) means that the minimal 
lines 
Li 2a = eConsteys (¢ =*>/—1), 
are also transformed into mininial lines. But since this invariant (4) may 
be considered as the singular one, we will not consider the minimal lines 


in the subsequent part of this article. 





(1) S. Lie- G. Scheffers, Vorlesungen iiber continuierliche Gruppen, 1893. 
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Next since the extended infinitesimal rotation of the second order is 
al of 














_,9f of (42) of dl 
Fr ern ren ler: inter a" (2) 
ax OM A 
the differential invariant of the second order will be 

al ax \3 

az) + (27) | 
we — 21 ar rn ie ’ (5) 

ai 


ae 
which shows us that the radius of curvature at any point of a curve 
ß = 


/= F(x) is invariable with respect to the rotation about the origin 
But by the well-known theorem”, the differential invariant of the 


‘n order is given by 
et foe 
Jn= der.) (6) 


where s represents the length of any arc of a curve, that is 


N 











| ds= it (35). 2. 
Now by the aid of equations (2), (3), (5) and (6), we can express 
di AL a 
: RE Dip Pr ee 
as the functions of 
The DER wee eee WE 
uniquely. Hence the differential form of the 7 order 
2 n 
| (#4 ee aA aoe Ss) 
takes the form 
DAC See Grea 1a) m/s hoe aah «es INA: 





(1) Lie-Scheffers, ibid. p. 669 
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Let us suppose that 2 be a differential invariant with respect to the rotation 
about the origin. = Then; ssinces/,, 7, Ja, we , J, are invariant, we must 


have the following equation for any value of 0 


2 (4; Joy Jo». Ja = (a cos O+1sin 0, fi, Ju ar 


which is possible only in the case where 2 does not contain x explicitly. 
Conversely, it is evident that any function of A, Ju Ja ......, /, is invariant. 
Hence the general form of differential invariants of the n order with 


respect to the rotation about the origin will be 


OT. Ja ee ee N 


where 2 is an arbitrary functional form. 


3. Let us consider two systems K and K’ of particles, so that the 
system K is at rest and the system K’ is moving with uniform velocity v 
along the x-axis, and at the time (¢=0) the axes of coordinates (x’, 7’, 2’) 
of the system K’ coincide with the axes of coordinates (x, y, 2) of the 
system K. If x, y, 2, ¢ and 2’, 7’, 2’, ¢’ be the corresponding coordinates 
and times of the two systems K and K’ respectively, and c be the velocity 
of light, then by the principle of relativity we have the Lorentz 


transformation 














Z=ict, tal =; (8) 





ren aden if eames Ca (9) 














(1) H. Minkowski: Die Grundgleichungen für die elektromagnetischen Vorgänge in bewegten 
Körpern, Göttinger Nachr. (1907), p. I. 
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Therefore from the result of Art 2, we can find directly some invariants 
of the Lorentz transformation (9) or (7). 
Thus the invariant for one point (x, y, 2, 2) is 
fi =v — ee, (10) 
or P+ P+ eP—C?; (11) 
and that for two points (x, 91, 3, 4) and (4%, Ya 2, 4) is 
(1 Lu =. re c(t, 3 5), 
or (4-3) + (1— 2)? + (41 — 2) —O(4— 4). 
From (11) we see that the equation of light wave surface 
e+tepPpt+e—-ef=o 


has the same form in the both systems K and K’. 


The general form of invariants containing the coordinate (+), time (¢) and 


velocity (34) of a particle is 


2 (fi, fi’) 


/ dx 


where = dt 
Ss ax 


dt 





et 





And the equation 





or eb — const 


is also invariant which shows us the constancy of the light velocity in the 
both systems. But we will not consider this singular case in the subsequent 


part of this article. 


(1) For other applications of Lie’s theory, see 

H. Poincaré: Sur la dynamique de l’electron, Rendiconti del Circolo Matematico di 
Palermo, 21 (1906), p. 129. 

P. Frank und H. Rothe: Uber die Transformation der Raumzeitkoordinaten von ruhenden 
auf bewegte Systeme, Annalen der Physik, (4) 34 (1911), p. 825. 
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Similarly the general form of invariants containing the coordinate (+), 


time, velocity and acceleration of a particle is 


BR N) 


kp 


E d’x 
dt 





where 





More generally the general form of invariants containing the coordinate 
(x), time, velocity and accelerations of the first, second, zu...., n—ı" order” 
will be 


MOP Ae N ay A ag f 





Ay 
where Ii = ae (n=3, A 5s ene sles ea 
R an 
De a es 
and ds’ = si c (44) dt. 


4. If we interpret + and w=ct as the rectangular coordinates of a 
point‘? in the xw-plane, and the (pseudo-) rotation by the angle ¢ about 
the origin of the coordinates be defined by 


a’ = x cosh ¢ — uw sinh d, 


(12) 
—x sinh d + u cosh 4, 


where v= c tanh, 


then we have a kind of non-euchidean geometry in the xu-plane™. 
In this non-euclidean geometry, the following are invariant with respect 


to the (pseudo-) rotation : 


J sav — #, 





(1) See W. Schell, Theorie der Bewegung und der Kräfte, Bd. 1, 2. Aufl., (1879), p. 543: 

(2) So-called “ Weltpunkt ” in H. Minkowski, Raum und Zeit, 1909. 

(3) E. B. Wilson and G. N. Lewis: The space-time manifold of relativity, Proceedings of 
the American Academy of Arts and Science, 48 (1912), p. 389. 

But this geometry was already treated by F. Klein in his Avsgewalden Kapitel der 
Zahlentheorie (Vorlesungen gehalten im 1895-6), p. 71. See also F. Klein : Uber die geometrische 
Grundlagen der Lorentz Gruppen, Jahresbericht d. Deutsch. Math.-Ver. 19 (1910), p. 281; or 
Physik. Zeitschrift, 12 (1911), p. 17. . 


i 


En 
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ze du 
= 04; 
z—u du 
dx 
(44) —I=0 or wtx = const, (13) 
{x 3 ( du i 
Ic ax 
Me pe 
ax 
' djl, 
The oe 1 A een ae ), 
where ds’ = Jt == (3) au; 
du 


And in general 
ES er le) 


is the most general form of differential invariants of the 7'" 


order. 
Now from the invariance of J)’ we see that any pseudo-circle 
z-uU=r 0. A-u=—r®, 


r being the radius of u 


the pseudo-circle, is 
invariant with respect 
to the rotation. 

Next the invariance . 
of pavation (13) nn ee A = 
that the singular lines Q 
are invariant, which 
constitutes the funda- 
mental difference be- 
tween this non- 
euclidean geometry 


and the euclidean geometry™. Fig. 1. 





(1) Wilson and Lewis, ibid, p. 411-2. 
(2) Wilson and Lewis, ibid, p. 399. 
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Again from the invariance of A’ we see that the angle 8 between 
the radius vector OP at any point P(x, x) of a curve and the tangent PO) 
to the curve at P is invariant. For, if 0, ¢ be the angles between OP, Or 
and PQ, Or respectively, 


du 


tanh 9 =. Tide > tanh ee. 
2, r ae 


But in this non-euclidean geometry the following theorem holds good as 
in the euclidean geometry: If two intersecting straight lines are parallel 
respectively to two other straight lines, then the corresponding angles are 


congruent. By the aid of this theorem we can prove that 
S= bh — #. 


Hence tanh g = tanh (¢—@) 


tanh ¢—tanh 9 
I—tanh-¢tanh 0 





Therefore we get 





which shows .our proposition. 


Lastly the invariance of /,’ means that the radius of curvature™ at 


any point of a curve is invariant. 


II. 
On the Hyperbolic Geometry. 


5. Let us represent the velocity g of a particle by the vector OQ, 
having the same direction and magnitude as g, drawn from a fixed point 
O. Then the manifoldness of velocity-vectors will be called the kinematical 


space”). 





(1) Wilson and Lewis, ibid, p- 412. 
(2) Wilson and Lewis, ibid, p. 414. 
(3) E. Borel: La theorie de la relativit& et la cinématique, Comptes rendus, 156 (1913), p. 215. 
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In classical kinematics, the kinematical space is the‘ euclidean space ; but 
in the kinematics of relativity, the kinematical space ts the hyperbolic space. 

Although this theorem was already shown by the addition formula 
BF velocities” etc., another proof would not be useless. 

In the first place I will establish the following theorem: 

The transformation of velocities by the Lorentz transformation in the 
kinematical space is equivalent to the translation along the x-axis in the 
hyperbolic space. 
Pett OX, OY be any two rectangular axes in the hyperbolic plane and 
Px, Py be the feet of the perpendiculars from a point P in the plane to 
OX, OY respectively, then the projective distances”) (OPx), (OPy) are 
called the coordinates of the point P with respect to the axes OX, OY, and 
will be denoted by 
| ee (OP 14 = (OP), 

Now take a point O’ on OX so that 

(00') = a, 


and draw the perpendicular O’ Y’ to O’ X, and the perpendicular PPy, to 
O’Y’. If we put 

xX! — (O Px), yl a= (O/ Py 
then we have 


X—a Yyı-ka” 
De eA Y=. = 
# TE Lah ax (14) 








__» (1)-A. Sommerfeld: Uber die Zusammensetzung der Geschwindigkeiten in der Relativtheorie, 
Physik. Zeitschrift, 16 (1909), p. 828. 
V, Varicak: Anwendung der Lobatschefskijschen Geometrie, Physik. Zeitschrift, 11 (1910), 
Pp. 93- ’ 
_  "V. Variéak : Die Relativtheorie und die Lobatschefskijsche Geometrie, Physik. Zeitschrift, 11 
(1910), p. 287. 
- A, A. Robb: Optical geometry of mction, IQII, p. 29. 
V. Variéak: Über die nichteuklidische Interpretation der Relativtheorie, Jahresbericht 
d. Deutsche Math.-Ver., 21 (1912), p. 103. 
(2) F. Schur, Grundlagen der Geometrie, 1909, p. 74. 
(3) F. Schur, ibid, p. 84. 
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where & is a positive constant, reciprocal to the measure of curvature of 


the hyperbolic space. 


Let us suppose that our hyperbolic 
space is the kinematical space. 
Then the coordinates X, Y of a point 
P represent the velocity-components 
Quy Jy Of a particle parallel to the x- 
and y- axes respectively; and the 
translation a of the coordinate axes 
from OX, OY to O'X’; ON te- 
presents that the 





x- and y’- axes 
move with uniform 
velocity (wv say) 


along the #- axis. 








Hence we get the transformation formulas of velocity in the kinematical 














space! 
vy 
au] 1 2 
Ga UV free GC 
Te ’ ark , I 
0%, Ty TR. (15) 
a C 
where 3 = Ray 


But since these equations are the transformation formula of velocity in the 
Lorentz transformation‘’, our theorem is proved. 

It is remarkable that while the Lorentz transformation is interpreted 
as a rotation in the non-euclidean geometry of the x w-plane (Art. 4), the 
transformation of velocity is interpreted as a translation in the hyperbolic 


geometry in the kinematical plane, 


(1) See, for example, M. Laue, Das Relativitätsprinzip, 2. Aufl., 1913, p. 46. 
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6. Now I will derive Einstein’s addition theorem of | velocities from 
_ the theorem just obtained. 
In Fig. 2, by the Pythagorean theorem” in hyperbolic geometry we 
have 
(OP) 
and (OLR 


I 


(O Px)? + (O Py)? 
(O/Px)? + (O'Py,)’. 


But by equations (14) 


re (00) ip.) —(O'Pyy/1—2 OOF 
es).= 1—# (00’) (OPx) ea 1-- & (OO’) (OPx) 








If we put Fi 
Ea v= Py OP, 
then (O’ Px) = (OP) cos #. 
Hence we obtain 
(O/P)? + (OO)? + 2(O0’P) (O0’) cos’ — =(0' P)’(OO’)’sin?d’ 
{1 + & (O’P) (O0’) cos #y? 





(OP = (16) 


which is a modified form of the cosine theorem of the triangle OPO’. 


Putting @=X in the second equation of (14), it becomes 
(OPy) => (PPx)- yı-k (OPx). 


A (OPy) 
Hence faiieis<tanub+¢)P — zer 
5 (Ops) 
PPy aio aes 
a toby, 1— (OPx)’. (17) 
Particularly, (i) when W=o, we get the result: If O, O’, P be three 


points on a straight line, and O’ lie between O and P, then 





pr Py oo) 
OE on (00) ' (18) 


(i) When j= , we get the result: If OO’P be a right-angled 


triangle having the right angle OO’P, 





(1) Schur, ibid, p. 76. 


- er 
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(OP)’=(O’P)’+ (O0’—% (O’P)’(00’)*, (19) 
A Ae. 
and tan VÖ v1-%(00'): (20) 


Now let us suppose that our hyperbolic space is the kinematical space. 
Then from (16) we obtain the following relation between the corresponding 


velocities g and g’ of'the systems K and K’ respectively : 


| 2 
g”+v?+2g'v cos (2 ? sin a) 
5 c 
G = = 5 (21) 
(14-2 005%) 
c 


wv’ being the angle between the directions of g’ and v. But if we consider 











about the K-system, the above formula is nothing but Einstein’s addition 
theorem of the two velocities g’ and v. 
Particularly, (i) if v be.the resultant of the two velocities v, and 


v, having the same direction, 





ke v, +95 : 
ee (22) 


(ii) If vw be the resultant of the two velocities v;, and v, whose 


directions are perpendicular to each other, 


[57 


Q 
| 
S 
m 
+- 
Q 
to 

| 


2 9 
een (23) 


It will be noticed that there exists the relation 
(AB) = tanh ABY 
between the projective distance (AB) and the distance in 1 ordinary sense 


AB in the hyperbolic geometry. 


III. 
On the Laguerre Transformation. 


7. Let a, ß, 7, and R be respectively the coordinates of the centre 


and radius of an oriented sphere, and og’, f’, 7’, and X’ be those of the 





(1) Compare Varitak’s third paper. 
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transformed sphere by the Laguerre transformation whose central plane is 


the yz-plane and whose modulus is 2”. Then we have 


Kar Mi A —A I 
er ie Vt = ep 


But these equations may be obtained by putting 


(24) 





Ben =f, =F, za 


a ee a ie Sy 7, ee OL, 


A= ee de 2 
a=al, yf =p’, a=, R=ct, G ( 5) 


in equations (7). Thus we have the close relations between the Laguerre 
transformation and the Lorentz transformation : The Laguerre transformation 
in sphere manifoldness® is equivalent to the Lorentz transformation in 
space-time manifoldness®. Therefore from the result of Art. 2, we can 


find some invariants with respect to the Laguerre transformation. 
Thus the invariants for one oriented sphere (a, ß, 7, R) is 
fi! = a — R, 


or a eb em + ‘¢ Ae Re 


that is, the power of the oriented sphere with respect to the origin of 


coordinates. 


The invariant for two oriented spheres (a4, 81, 71, Rı), (a, Pa, Ta» Re) Is 





(1) E. Laguerre: Transformations par semi-droites réciproques, Nouvelles annales de mathé- 
matiques, (3) ı (1882), p. 542. Our notations are somewhat different from Laguerre’s. 

H. E. Timerding: Uber ein einfaches geometrisches Bild der Raumzeitwelt Minkowskis, 
Jahresb. d. Deuts. Math.-Ver., 21 (1912), p. 274. 

Blaschke’s definition of the Laguerre transformation has more extensive meaning than 
ours. See 

W. Blaschke : Untersuchungen iiber die Geometrie der Speere in der Euklidischen Ebene, 
Monatshefte fiir Math. und Phys., 21 (1910), p. 3. 

A. Loehrl: Die Laguerresche Gruppe der Ebene, Tohoku mathematical journal, 2 (1912), p. 5. 

(2) oot manifoldness with respect to «a, 8, y, Z. 

(3) H. Bateman: The relation between electromagnetism and geometry, Philos. magazine, 20 
(1910), p. 623. 

H. Bateman : Some geometrical theorems connected with Er equation and the equation 
of wave motion, American journal of mathematics, 34 (1912), p. 325. 

H..E. Timerding, ibid, p. 274- 
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(a ua iC olay) 
or (4—-%) + AB) + Mr) (Rı-R), 


that is, the length of the common tangents of the two oriented spheres. 
Hence we have the well-known theorem due to Laguerre: The Laguerre 
transformation is an equi-long transformation. 

The general form of differential invariants of the first order of a surface 


of direction a = F(R) is 


Q ORES WALES 


da 
Ke ae 
where Jit = RER ao 
7 da dae 
aA 


And the equation 
($4-)- D0 0 ¢0OF = See eee 
aR = 2 
is also invariant. Hence a pencil of oriented spheres touching a plane 
parallel to the central plane at a point is transformed into itself. 


Lastly the general form of differential invariants of the n order of a 
surface of direction a = F(R) is 





OG OA ed AL PAL ele hy BIER 
tt - (ae) } 
where JH aR 
d’a 
ak? 
(AAA 
and MN = EN wes 4 (n= 3, 4, Aue ) 











8. In this article we will treat some combinations of Laguerre 


transformations. For the sake of simplicity, we will confine ourselves to 
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the case of plane geometry, and denote by the symbol [L, A] the Laguerre 
transformation whose axis is L and whose modulus is 2: 
Let an oriented circle (a, 8, R) be transformed into an oriented circle 


(a’, B’, R’) by such a transformation as 


a! = fı(a, B, R), 4 =f (4, ß, R), R’ = f(a, B, R); (26) 


and let us transform the circle (a, 8, R) to (a+Aa, ß+Aß, R+AR) so 
that the centre (a’, 8’) of the transformed circle by (26) be fixed. Then 
we have 


a’ =f,(a+ da, ß+ 48, R+ AR), 
B= fia + da, 8 + 48, R+ AR). 


If the limits 

da _ lim Ja @B _ lim 4B 

BA AR gk an ar §27) 
exist, then these limiting values are called the velocity-components parallel 
to the z- and y- axes respectively, of the centre (a, 8) by the transformation 


(26); and the velocity of the centre is defined by the vector whose direction 


pied o 
Me” Bie 


3 ; da\ ap 
magnitude is / (52) on (<5). 


For example, in the Laguerre transformation [Y, 2], i.e. 


makes the angle tan! ( ) with the x- axis and whose 











Kae Re 

a a Bere PET: ’ b B, 
we have 

da“. ae da I 22 A 

DR aR eT fe — ht 

ap’ —— (8) ap 

aie he 


a’, ß' being fixed. Hence 
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Therefore in the Laguerre transformation, the velocity-components of 
the centre of any oriented circle in the direction parallel and perpendicular 


to the axis of transformation are equal to zero and the modulus respectively. 


9. (i) Now if (a, A, R,) be the transformed oriented circle of the 
oriented circle (a, 8, R) by [Y, 4,], and (a5, fs, A.) be the transformed oriented 
circle of (a, ß, 21) by [Y, A], then 











I + AA, A, + % 
or i = Ron — 8. 
| RN vi-l vVi-h VIA VIck af 














Hence the velocity-compo- 
nents by the combination of 
[Y, A] and [Y, A] are given 
by ER 


da _ kth Gp _ 
AR: (1 Ad eee 





=0. (28) 


In this case both direc- . 
tion and magnitude of the 


resultant velocity are inde- 





pendent of the order of combi- 


Fig. 4. nation. 


oriented circle of (a, A, Rı) by 
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(ii) Next if (a, A, ,) be the 
transformed oriented circle of an 
oriented circle (a, 8, R) by [Y, A], 
and (a, ß,, R,) be the transformed 


[X, A], then 

















I A 
A _ Ba, 
Be /1— 22 Pr 
A I 
Rı=a : : 
, V — Ar N Vik? 
Fig. 5. 
A 
ee. Ho I Res, <2 ; 
2 1 2 Pı AN: eV, 
or B=0. : di ; 
Yi-a Vike 
yi 9 2 
a= meee Spd 











a - = = . 
VY Ide o/1—Ay Yi-ry Vike yYı-ıy 
When a, and ß, are fixed, 


da I A 


= ae fe EL FE 
En Ge RVAEEE 





se da Ay: As dp I Ex RE 
GR Yı—ı? Yı-ız BREI Vide fire. 

















- Hence the velocity-components by the combination of [X, &] to [Y, A] 


are given by 





Therefore if A and w be respectively the magnitude and the angle between 
the z-axis and the direction of the velocity of the centre of any oriented 


circle by the combination of |X, A] to LY, AJ, we have 
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2 = 4 + Age ne Se der 
(29) 





o= tan ( ; VY I- 7*). 


Similarly let us transform an 

oriented circle (a, 8, R) by [X, A,] and 
addi Kan 

then by [¥,4,] ante (52), 

' and a! be respectively the velocity- 


components, the magnitude and the 





angle between the y-axis and the 


direction by the combination, we have 


da\ re aa xt 
(Sa) sav (Ge) = 


We = AP + AZ — APD, 


(30) 





ans Ai ee 
OT lal ( FE A GY ) . 
From equations (29) and (30), it follows that the magnitude af velocity 


as independent of the order of combination, but the direction depends upon the 


order of combination. 


10. Let V,, Vand V be the velocities of the centre of an oriented circle 
by the Laguerre transformation A, As and the combination of A, to A, 
respectively. Then if OP and PO be the vectors” representing V, and Vz 
respectively in the hyperbolic plane whose measure of curvature is I, the vector 
OQ will represent the velocity V. 

For, when A,=[Y, 4] and A,=[Y, 4], 

A 
OP ss) PO =A, SAX PRO=O, 

But in the hyperbolic plane whose measure of curvature is I, we get 
from (18) 


(1) The magnitudes of the vectors OP, PQ, etc. are the projective distances (OP), (PQ), etc. 
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Fa OL TERRO) 
(02) = + (OP) (PQ) 
Hence (OG } == ie 


Therefore, by equation (28), the vector OR represents the velocity V. 


Next when A, = [Y, A] and A, = [X, 4], 
A 
OP=4, PO=4, XPQ = —- 


But in our hyperbolic plane, we have from (19) and (20) 


(OQ)? = (OP)? + (PQ)* — (OP)’ (PO)? 





JA P Pee sant 
and tar POO = c 3 y 1—(OPY. 
Hence (OO) = AP +A? — Ar ay, a 





w = tan (+2 Via ): 


Therefore by equations (29), the vector OQ represents the velocity V. 
From these two particular cases we can prove the theorem with no 
difficulty. 
Thus by combinations of Laguerre transformations we have obtained 


a new euclidean interpretation of hyperbolic geometry. 


e IV, 
Geometrical Inyariants. 


1l. For the same value of time (7), there exists the following relations 
among the: coordinates (x, y, 2) and (4’, y’, 2’) of any two corresponding 


points in the systems K and K’: 





RE ER ET Al (31) 
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¢ being considered as a constant. From these equations it can be directly 
shown that a distance is shorten in the direction of motion. In this section 
I will give some invariants for the same time in both systems, which may 
be called geometrical invariants. | 

Now. for the same value of time, the Lorentz transformation is nothing, 


but an affıne transformation which is the combination of the translation 


= 4 = vl, I = I a2, 


and the affinity in affine position‘ 





Hence any affine property does not change by this transformation 
(31). For example, the ratio of any two volumes is invariant; parallel 
lines are transformed into parallel lines, etc. But since an affine trans- 
formation is a special collineation, any projective property does not change 
by the Lorentz transformation for the same value of time. So elementary 
geometry will be differentiated from affine and projective geometries by 


synchronous measurements of length. 


"12. Now let 


z=x(uv, y=y(, v); 22.3.0 
and 


vr, 7D), Ey = (Uo), eee Oe 


be any two corresponding surfaces S and S’ respectively in the systems K 
and K’ for the same time ; and let ©, %, & be the fundamental magnitudes 
of the surface S of the first order, and &, Mt, N be those of the second 
order. Then the fundamental magnitudes of the surface S’ of the second 


order will be given by 





(1) See L. Heffter und C. Koehler, Lehrbuch der analytischen Geometrie, Bd. I (1905), p. 222. 
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D/ ER ou? 
x ae I pl 92 te dog =) ex 
Pi ay Au Ov Ci Om Jr dm: 7 
a | f 
hence we have 
ie I 4 D Q Mm — I 2 /— I ® 
g ee a> M rm MN ee Mt, 
oe fe 8? 
Cc L zZ 
where | D=V EGF’, — Dl =7 © G'—-§"; 
whence Ss SSNS EUER Pee ae a 


Therefore it follows that the conjugate curves of any surface are also 
transformed into the conjugate curves ofthe transformed surface. Particular- 
ly the asymptotic curves of any surface are also transformed into the 
asymptotic curves of the transformed surface. These results’ may be seen 
from the last article, for it is well-known that. the asymptotic curves of 
a surface are transformed into those of the transformed surface by 
collineation®, etc. On the other hand, by the Laguerre transformation, the 
lines of curvature of any surface are transformed into the lines of curvature 
of the transformed surface®. This correspondence between the Laguerre 
transformation and the Lorentz transformation for the same time is 
remarkable. 

Similarly the isotherm-conjugate systems of any surface are also 


transformed into the isotherm-conjugate systems of the transformed surface. 


Next since 





(1) A. Voss: Zur Theorie der Krümmung der Flächen, Mathematische Annalen, 39 (1891), 
p- 189. 

(2) See E. Picard, Traité d’analyse, t. 1, 2e éd. (1901), p. 431. 

(3) G. Darboux, Lecons sur la théorie des surfaces, t. 1 (1887), p. 253. 
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a = = nn (EN —M) 
IF 
c 
2 
where iO, 


the elliptic, parabolic and hyperbolic points of any surface are transformed 
into the elliptic, parabolic and hyperbolic points of the transformed surface 
respectively. As a particular case, it will be noticed that any developable 
surface is transformed into a developable surface also. 


Again the quantity 
(© G—F’) (LQ R— N) or KD 


R being the measure of curvature of the surface S, is an invariant except the 


2 


v 
constant factor I ——,-; and we have 
€ 





R’ o/4 > R DE 


Lastly we notice that we can derive the theorem: There is no surface 
which is non-developable and whose measure of curvature R changes only by 
a constant factor in any corresponding points by the Lorentz transformation 


for the same time. 


On the thermomagnetic property 
of Magnetite. 


BY 
Hıromu TAKAGI. 


From an experiment with a purely artificial magnetite, P. Weiss and 
G. Foéx™ concluded that the curve of susceptibility plotted against the 
temperature can not be represented by a hyperbola, as it would be ex- 
pected from the so-called Curie’s law, but that if the curve be divided into 
4 parts (Fig. 3), each of them may be regarded as an arc of hyperbola. 
According to these authorities, the deviation of the curve from the law 
is due to a change in the internal state of the substance, From this 
consideration P. Weiss was led to the elaboration of his well-known 
theory of magneton.” The foundation of this theory lies in the assump- 
tion that Curie’s law is absolutely correct and any deviation from it, 
whenever it is met with, is due to a change of the internal state. From 
recent investigations,® it has, however, been found that even in favourable 
cases limited in number, Curie’s law is not universally applicable, unless 
we restrict the range of temperature. And so in the theory above re- 
ferred to, the question whether the deviation from the law is really due 
to a change of the internal state, is very important. These considerations 
rendered it exceedingly desirable to make further experiments in the tem- 


perature-effect of the susceptibility of magnetite, to see whether there are 


(1) P. Weiss a. G. Foéx, Arch, des Sci. phys. et nat. 31, p. 89, 1911. Under Curie’s law 
the relation y (—#)=const. as given by P. Weiss is here meant. 

(2) P. Weiss, Arch. des Sci. 31, p. 401, 1911; Phys. Zeitschr. 7 p. 935, I9II. 

(3) K. Honda, Ann. der Phys. 32, p. 1027, tg10. M. Owen, Ann. der Phys. 37, p. 657, 
1912. H. Kamerlingh Onnes a. A. Perrier, Comm. from Phys. Laboratory of the Univ. of 
Leyden No. 1228, 1911. K. Honda, a. H. Takagi, Sci. Rep. I, p. 229, 1913, Sendai. 
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really such sudden changes of direction in the susceptibility-temperature- 
curve, as to justify one in assuming a change in the internal state. Two 
specimens of magnetite were, therefore, selected for my experiment. The 
one was obtained from the Ögusi mine, in the province of Hizen, and 
its crystalline formed a small well-developed octahedron, 0,0885 gr. in 
weight, and the other was taken from a large block of magnetite found 
in the Kamaisi iron mine, in the province of Rikutiü. 

The apparatus and method here used were the same as that in my 
former experiment,” so that a description is superfluous. The specimens 
were well washed with dilute hydrochloric acid. The measurement of 
the susceptibility at different high temperatures (under the atmosphere of 
nitrogen) was then carried out in usual way. The formula used for the 


reduction of the observed numbers was 


92 
us ’ 
mE ol 


dz 





where y is the specific susceptibility, 2 the mass of the specimen, / the 

force acting on the substance and 7 aes the maximum value of the 
2 

product of field strength and its gradient along the vertical line, which 


runs though the centre between two pole-pieces of the electromagnet 


a = 45K GC CaS und): 


The results of this experiment are given in the following tables and 


in Figs. I and 2. 





(1) H. Takagi. Sci. Rep. 2, p. 15, 1913. Sendai. 
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Table I. 
m=0.0885 gr. 
Locality. Ogusi. Prov. Hizen. 

a yay t ¥ x 10° t 7X 10° t 7 Xx 10° 

613° 310 678° 60.3 786° 30.7 695° 49.3 

615 27.2 688 54.1 817 278 692 Coes 
621 195 690 54.0 863 25.4 685 55.8 

629 155 702 47.2 889 24.3 674 63.1 

639 114 704 46.8 878 25.0 663 69.0 
* 649 88.0 723 42.5 845 25.8 640 TTI 

664 69.9 225 40.8 781 31.4 62 169 

668 748 36.3 732 38.5 616 216 






31.6 








Table II. 





45.8 

















Locality. Kamaisi. 


M=O.1105 gr. 


Prov. Rikutyü. 

















t 1x 10° t 1x 10° t 1x 10° 7 KILO, 
614° 326 675° 65.4 7102 45.3 729° 41.8 
619 239 682 60.4 Zt 40.8 710 47.2 
625 216 685 58.6 766 SCHI 704 50.6 
632 167 688 57.2 808 30.6 700 51.0 
637 128 690 57.5 837 28.8 693 53.9 
640 109. 693 56.3 879 26.5 680 61.4 
645 98.5 694 53.1 872 26.8 642 105 
650 79.6 698 N 828 28.8 630 159 
667 69.9 701 52.1 788 3202 620 237 
671 DZ lus / 1G 45.7 742 39.2 
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From Figs. 1 and 2 we see that the two curves of the natural © 
magnetites are very similar to each other. | 
With the rise of temperature, the susceptibility falls at first very 
rapidly and then gradually. The curve 1 is slightly concave toward — 
the axis of the temperature, so that Curie’s law is only approximately 
verified. Comparing the results obtained from the crystallised magnetite © 
with those of the artificial one used by Weiss and Foex (Fig. 3), we 
notice this important difference: while in the former case, the course of 
the curve is gradually changed, in the latter case it exhibits an anormaly | 
between 630° and 690°. 
In the curves 7 there are no points in which the course of = 
the curves seems to change abruptly, as in the experiments made by ; 
Weiss and Foéx. 4 
The values of susceptibility during the heating process (represented ~ 
by © in the figures) fairly coincide with those during the cooling process i 
(x), as seen from the figures. From the present experiment, it is to be r 
concluded that for the susceptibility of a well crystallised magnetite, Curie’s 
law is only roughly satisfied, and that in the curve 7-5 there is no 
abrupt change of direction in the course and therefore no internal change 
of state during the heating or cooling process. An experiment with an. 
artificial magnetite will be performed in the near future. 
My hearty thanks are due to Prof. K. Honpa for his kind guidance 
in carrying out this investigation and also to assist. Prof. Oyu, who was 


so kind as to permit me to avail myself of his valuable specimens, 
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On the Reaction Products of Sulphur 
Dioxide on Ammonia. 


BY 


MASATAKA OGAWA AND SHINICHI AOYAMA. 


Dobereiner first mentioned that dry sulphur dioxide condenses with 
dry ammonia to a bright brown, solid mass which the smallest quantity 
of water converts into ammonium sulphite (Schw. Jahrb. 47, 120; Berzl., 
ey. 2277, (1826), 151). 

Rose worked much on this subject (Pogg. Ann. 88. (1834), 235 ; 42, 
Bars; 61, (1844), 307; Berzl. J. B. 15, 167; 18, 173; 25, 262). 
In the earlier part of his work, he described a crystalline substance of 
reddish yellow colour which is formed when the combination occurs in 
excess of ammonia, and a more yellowish substance, in excess of sulphur 
dioxide. He assumed the combination will occur in two different ratios: 
two volumes of ammonia to one volume of sulphur dioxide, and one 
' volume of ammonia to one volume of sulphur dioxide. But, actually, 
on starting from two volumes of ammonia and one volume of sulphur 
dioxide, some of ammonia was left uncombined, and on using excess of 
‘sulphur dioxide, nearly equal volumes of the gases did combine. In the 
latter part of his work, thus, he modified the above statements, by saying 
that the gases combine in equal volumes, producing one and the same 
single substance, in whatever proportions the gases are taken. He called 
this substance, “ unhydrous ammonium sulphite.” The aqueous solution, 
however, contained sulphate, trithionate, thiosulphate and sulphite. So 
he thought this substance to be isomeric to the ordinary unhydrous am- 
_ monium sulphite. 
Forchhammer (Compt. rend., 5, 395) found that, besides the yellow 


Substance, a white substance is produced by the combination of the two 
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gases in the dry state. According to him, the white substance is hydrated 
ammonium sulphate and the colourd substance, an amide of sulphur. 
Schumann got a yellow substance, by the action of dry ammonia on 
excess of sulphur dioxide, the both gases being cooled at about 0° (Z. 
anorg. Chem., 28, (1900), 49). The analytical result was closely con- 
cordant with the formula NH;SO,. He got also another substance of red 
colour, having the composition (NH;),SO;. This was obtained by the 
interaction of the gases in excess of ammonia, keeping the vessel in 
which the reaction occurs, at a temperature from -5° to -7°. On warming 
the red substance, ammonia was given off, leaving a yellow substance, 
quite similar to that obtained by the interaction of the gases in excess 


of sulphur dioxide, and expressed the change, according to the simple 


equation : 
(NH;)SO;=NH;SO,+NH;. 
red yellow 

Without knowing the Schumann’s work, Divers and one of us published 
a paper titled “Ammonium Amidosulphite,’ almost at the same time 
(J. C. S. 77, (1900), 327). According to them, dry ammonia and dry 
sulphur dioxide condense to a white substance in presence of excess of 
the former, when dry ether is made use of and the reaction flask is kept 
well cooled, being immersed in a bath of ice and salt. The white 
substance was expressed as ammonium amidosulphite NH,SO,NH, or 
(NH3),SO;. 

The white substance soon decomposes on a slight warming, giving 
ammonia off and leaves a residue coloured orange, which is a mixture of © 
several substances, among which ammonium imidosulphite NH(SO;NH3);, 
sulphamide (NH,).SO, &c. can be found. 

Ephraim and Piotrowiski (Ber., (I911) 379) tried the action of thionyl 
chloride on liquid ammonia and got an intense red coloured substance, 
which is very similar in appearance to the product obtained by Schumann, 
by the action of sulphur dioxide on excess of ammonia. On treating the: 
red substance with a solution of ammoniacal silver nitrate, a silver salt 


of the composition NAg(SO,Ag),, was obtained as a purple, red substance. 


‘ 
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From the result, they concluded the first formed red substance was disul- 
phinamide : 
2SOCI,+ 7NH;=4NH,Cl+ NH(SONH,),, 
and the imidosulphite NAg(SO,Ag), was formed as the result of the 
subsequent hydrolysis of disulphinamide, according to the equation : 
NH(SONH,),+ 2H,O = NH(SO,NH,)p. 

They raised an objection against Schumann as regards to the red substance 
being ammonium amidosulphite NH,SO,NH, or (NHs3),SO,, for it is highly 
improbable that while the free acid NH,;SO,H or NH;SQ, itself being only 
pale yellow coloured, the ammonium derivative of ammonium imidosulphite 
NNH,(SO,NH,)2 or (NH3)SO2)2 be so intense coloured and not (NH,),SO;. 
They add also that derivatives of which imido or amido hydrogen is replaced 
by metals are all coloured, so it is rational that the Schumann’s substance 
has a red colour, if the formula NNH,(SO,NH,). is adopted. At the 
same time, they opposed Divers and Ogawa, denying the existence of 
ammonium amidosulphite as a white substance and the orange coloured 
substance as the product of the decomposition, on the ground that even 
in the temperature of boiling liquid ammonia, —38°, the red coloured sub- 
stance was obtained by them, while the white undecomposed salt was got 
by Divers and Ogawa only at a temperature of a mixture of ice and salt. 

So far, the knowledge of the reaction is still imperfect, especially in 
connection with the question, whether ammonium amidosulphite is a 
white substance (Divers and Ogawa), or the red substance (Schumann), 
or the substance is not ammonium amidosulphite but really is triammonium 
imidosulphite (Ephraim and Piotrowiski). Our present investigation is 
attempted to give some light on these points and also to ascertain the 
nature of the compound N4H,S;O,, which Divers and Ogawa have left 


in an incomplete state. 


Sulphur Dioxide and Excess of Ammonia. 


On repeating the experiment done by Schumann, we got an orange 


coloured mass whose composition was not definite, but the atomic ratio of 
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‘nitrogen to sulphur found was always far less than 2: 1. Asa very large 
quantity of heat is produced when the combination occurs, the ratio of send- 
ing of the gases has an important factor on the composition of the product. 

On using ether and following closely the direction given by Divers 
and Ogawa, we: got a perfectly white substance formed in the inside of 
the reaction flask, immersed in the bath of ice and salt, but in the inside 
of the neck of the flask, which is in the outside of the flask an orange 
coloured substance was seen to be produced. After decanting the am- 
moniacal ether off and removing the adhered ether by passing a current 
of dry ammonia -for some hours, the dry white substance remained without 
change for some time, even brought to the room temperature (about 14°), 
if kept in an atmosphere of ammonia. The whole operation of drying 
the salt was carried in the freezing mixture. The results were exactly 
the same as observed by one of us, 13 years ago. There is no more 
doubt of the formation of the compound NH3;SO,NH, as a white substance. 

In order to ascertain what is formed by the decomposition of the 
amidosulphite at the room temperature, the following experiments were 
performed. By passing a current of dry hydrogen, over the white sub- 
stance in the flask, at the temperature of the room (16°), ammonia escaped 
and at the same time the colour changed from yellow to orange. As 
the passage of the hydrogen continued, evolution of ammonia sluggened 
more and more but never ceased even after three days of the continued 
process. So it was evident that the product should vary in composition. 
However, we analysed the product after the evolution of ammonia became 
so very much small, that we thought it might be neglected. So we 
found that the composition varies from (NHs),(SO,); to (NH3)ı(SO3).. We 
expected, we should get the substance having the composition NH,SO,;, 
if we were patient enough to drive away ammonia. But the product 
obtained each time was evidently heterogeneous, consisting of differently — 
shaded mass, with yellow to red. Thus we gave the experiment up, 
knowing the product was not a definite compound. 

The freshly prepared white salt, when dissolved by ice-cold water, 


gave a solution answering all the tests for pure ammonium sulphite, 
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while the coloured mass when dissolved by ice-cold water furnished a 
solution indicating the presence of sulphite, sulphate, trithionate and sul- 


phamide. 


Ammonia and Sulphur Dioxids in Excess, 


The experiment was carried in a similar way as in the case of the 
above experiments, only difference being that sulphur dioxide was kept 
in excess during the preparation. The reaction product was a pale yellow 
powder. On warming slightly it evolved sulphur dioxide and became 
orange coloured mass apparently same as that obtained from the white 
salt. To remove the ether adhered to the yellow substance, we passed a 
current of sulphur dioxide while the preparation flask was immersed in 
ice-cold water. But. we did not succeed to remove all the ether in this 
way. If the preparation flask was taken out from the ice water and 
kept at the «oom temperature, the yellow mass became spontaneously 
orange, indicating decomposition. 

So we analysed the substance while still moistened with ether. 

Analysis —The salt was dissolved in a cold water and distilled with 
potash. The evolved ammonia was received in a standard hydrochloric 
acid and the remaining acid was titrated back with a standard alkali 
solution. The residue remaining in the distillation flask was oxidised 
with bromine and after acidification with hydrochloric acid, barium sulphate 
Was precipitated and weighed. | 


The calculated and found percentages are: 


Ammonia Sulphur Dioxide 


NH,SO, Cal: 21.03 78.97 
Found 21.83 (18.41)* 78.09. (65.90)* 
x, 21,911.3.020,61)%1.:78,09 4.( 77230)" 


It will be seen that the analysis establishes the composition of the 
salt to be NH;SO,. The constitution may be probably NH,SO,H. 


* Figures in parentheses are percentages in the stuff still moistened with ether and those 
preceding them are recalculated percentages from the former, on the assumption that the salt 
is a compound of ammonia and sulphur dioxide. 


126 M. Ogawa and S. Aoyama. 


Properties —It is a powdery substance of pale yellow colour. Warmed 
very slightly, it soon begins to decompose to orange coloured substances. 
The aqueous solution of the salt reacts acid, and contains sulphite, sul- 
phate, trithionate and sulphamide, just same as the solution obtained from 


partially decomposed ammonium amidosulphite. 


N,H,S: 0. 


The compound was obtained as crystals in the form of short thick 
prisms almost cubical in appearance by Divers and one of us 0252795 
(1901) 1102), on treating the orange mass of decomposed ammonium 
amidosulphite with 95% alcohol and on evaporation in desiccator. The 
crystals are neutral and have a bitter taste, not a sulphurous one. They 
are freely soluble in water, and very deliquescent. The solution is un- 
stable, the fresh solution gives no barium salt precipitate, even in presence 
of ammonia. Also it does not decolourize iodine solution, and only slowly 
decolourize cold acid permagnanate. It does not give the ferric chloride 
colouration of a thiosulphate. The solution becomes very acid after a 
time, and then smells of sulphur dioxide. 

The above is about the all in relation to the properties of the com- 
pound given by Divers and Ogawa. About the constitution nothing is 
known. Since then, as no one has touched on the subject, we have 
resumed it. 

Ammoniun amidosulphite was decomposed by heating at a temperature 
from 30° to 35°, and the orange mass thus obtained was digested with 
absolute alcohol. A beautiful red solution was thus obtained. After 
decanting off the red solution a fresh quantity of absolute alcohol was 
added, and the extraction was repeated until no more red color passed 
into the alcohol. The extraction then was done by 95% alcohol to 
which a yellow colour passed, 

Both absolute alcohol and 95% alcohol extracts were put separately 
in the desiccator. After much alcohol has been evaporated away, appar- 


ently cubical crystals began to appear in both vessels. The mother liquor 
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of absolute alcohol extract remained as deep red colour, while the mother 
liquor from 95% alcohol extract became yellow, The red mother liquor 
soon became yellow on exposure to a moist air. The crystals were 
purified on recrystallization from ammoniacal alcohol. On analysing the 


crystals, the following results were obtained 


Ogawa and Aoyama. 
I 2 3 
Nitrogen 12.93% 12.65 % 12.18% 
Sulphur 42.25% 41:18% 41.72% 


Divers and Ogawa. 
I 2 3 4 5 
Nitrogen 14.43% 14.11% 14.36% 14.02% 14.40% 
Sulphur 41.24% 41.14% 40.82% 41.02% — 


On comparing the results with those obtained by Divers and Ogawa, 
figures of nitrogen are all considerablly low. The crystals of our pre- 
paration agreed with those of Divers and Ogawa in all properties, except 
being not very deliquescent. When the crystals were dissolved in aqueous 
alcohol and stood in the desiccator for a long time, the reformed crystals 
were found mixed with needle-shaped crystals. Supposing the latter 
crystals might be formed by the action of water on the former, we di- 
ligently collected the needle-shaped crystals on repeated treatment of 
the cubical crystals with aqueous alcohol, and analysed. The analytical 


result was nearly concordant with ammonium tetrathionate, as is shown 


below : 
Nitrogen Sulphur 
(NH,)S.O; 10.78 49.25 
(NH,).S4O5-H,O 10.44 46.06 
Found 10.32 47227 


Qualitative reactions —A. white precipitate is formed on addition of 
stannous chloride. No precipitate is formed by barium chloride. No 


precipitate is formed on addition of ammoniacal silver nitrate. No pre- 
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cipitate is formed on boiling with copper sulphate. No colouration is 
produced with ferric chloride. A black precipitate is formed with mer- 
curous nitrate. 

All these reactions are those of a tetrathionate. 

Effect of heeting the salt—The dry salt was introduced in a tube 
and heated in a current of nitrogen, using a bath of sulphuric acid. The 
decomposition began about at 130°, sulphur dioxide was given off and a 
part of sulphur sublimed while ammonium sulphate was left behind in the 
tube mixed with some sulphur. The sulphur dioxide evolved, was ab- 
sorbed in a solution of caustic potash and oxidised with bromine, followed 
by hydrochloric acid. The sublimed sulphur as well as the sulphur mixed 
with ammonium sulphate were separated on dissolving away the ammonium 
sulphate with water and oxidised with a fuming nitric acid and finally 
was precipitated as barium sulphate. Lastly the aqueous solution of. the 


sulphate was also precipitated with barium chloride. 


Found Cal. 
Sulphur dioxide Sulphur 11.92 12.30 
Free % 24.03 : 24.62 
Sulphate 7 11.96 12.30 


The calculation was done using the following equation, 
(NH,)S:0; = (NH,)SO, ir SO,+ 23 


Ihat ammonium tetrathionate will decompose on heating in this 
way, has hitherto not been proved experimentally, yet Divers and Ogawa: 
already inferred from analogy of the decomposition of ammonium trithio- 


nate, 


(NH,)S;0; — (NH,)SO, ar SO} + S. 


From the above experiments it becomes now quite evident, that the 
substance appearing in the form of silky needles, is ammonium tetrathionate. 
The mother substance may certainly be ammonium trithionate, producing 


the tetrathionate according to the equation: 


2(N H,).S;05= (NH,)S;O; + (NH,)SO,+ SH 
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The deduction was further confirmed by the analysis of the cubical 


erystals, as follows: 


Nitrogen (percent.) Sulphur (percent.) 


(NH,)S;0; 12.30 42.13 
Found 12.56 42.18 
CONCLUSIONS. 


By the union ot sulphur dioxide with ammonia there result two 
distinct substances. One is amidosulphurous acid NH,SO,H and the other 
is its ammonium salt NH,SO,NH;. The former is coloured pale yellow 
and the latter, white. 

The orange or red coloured substance is only formed as the result 
of the decomposition of the ammonium amidosulphite or amidosulphurous 
acid. We can not agree with the reasoning of Ephraim and Piotrowiski, 
that the coloured substance is not decomposition product (p. 123). Even 
at the temperature of boiling liquid ammonia, the heat produced by the 
reaction will be sufficient enough to cause the decomposition, if proper 
care is not taken to regulate the current of the reacting gases, and to 
diffuse the heat. 

The compound N4yHyS;O; does not exist. The body obtained by 


Divers and Ogawa is impure ammonium trithionate. 
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An Investigation of the Oscillations 
of Tank-water. 


BY 
Kotaro Honpa AND ToKUJIRÖ MATSUSHITA. 


$ 1. Eight years ago a photographic method for investigating the 
“oscillation of water in the model of a bay was successfully used by 
Prof. T. Terada and one of the authors of this paper. A fine aluminium 
powder was scattered over the model and photographs of the oscillating 
water were taken by exposing the dry-plate about one complete period of 
oscillation. After development the stream lines are seen in the loop of 
the horizontal motion, while in its node, the powder appears in points, 
so that we can easily perceive from the photographic plate the actual 
mode of oscillations of water in the tank. This method has recently been 
applied to the investigation of stream lines in flowing water. 

The same method was followed by us in the investigation of the 
tank-motions. A square, a circular, an annular and an equilateral tri- 
angular tank were studied. The tanks were made of zinc and placed 
on a board, which rested on stout india rubber tubes, so as to admit easy 
oscillations of the tank.. The oscillation was generally excited by a 
vertical rod. The rod was fixed at its lower end to the tank and carried 
a weight, eich could be moved to a suitable height, so as to vary its 
period of oscillation. To maintain the vibration of the rod, a piece of 
soft iron was attached to its lower part, and an electromagnet placed 
near it. An electric circuit including the electromagnet was so arranged, 
that it was once made during every vibration of rod, as in the case of 


an electric bell. If the period of the rod approaches to that of the 





(1) An Investigation on the secondary undulations of oceanic tide, Jour. Coll. Sci. 24, 
P- 49, 1908. 
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water in the tank, the amplitude of oscillation of the water is greatly 
increased. In the case of an approximate coincidence, we observe a beat 
of oscillation, but if the coincidence be exact, an energetic oscillation 
continues for a long time. It was sometimes more convenient to excite 
the oscillation of the water by hand. In every case, the period of free 
oscillations, after the oscillating cause was withdrawn, was observed by 
means of a stop-watch, by taking the mean of 10 sets of about 50 
complete oscillations. In the case of the circular and annular tanks, a 
symmetrical mode of oscillation was excited by means of a lever, by 
applying a periodic motion to the center of the bottom from underneath. 

$ 2. Though the hydrodynamical solutions of these tank-motions, 
except the triangular vessel, are well known, it will be convenient to 
summarise the results here briefly. | 

Let z, v, w be the three rectangular components of the velocity of 
a fluid particle, X,.Y, Z the components of the external force acting on 
the unit mass of the fluid, whose density is p, and / the pressure, then 


the well-known fundamental equations are: 





Ou Ou On (Outen eee 
de tog tage os en 
dv TD to AU ae OR Lien 








if the external force be the gravity only, we have 


DG ID: re 0% 
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The fundamental equations may then be written 


_.09 LIE os dss Perr MORE 2 
une +v’+w) gz mee 


neglecting the square of the velocity and differentiating with respect to 


zt, we have 


Be ral OP 00108 
Serer’ pudh dai pdt 





On the free surface z=0, we have 


Io 99 as 
[5 en 


Case of a square tank.” 

(1) Take the origin of co-ordinates 
y at the corner of the tank and on the 
surface of the water; let c and a be 
the depth and the side of the tank 
respectively. If the motion be in- 
dependent of y, we have 


Oy 
I _—OQ, 
02° 








a Ox 


Putting 9=9, 9, 9,‘ where ¢,, ¢,, ¢, are only functions of x, 2, ¢ re- 
spectively, then 


102.00, 0 GEN, 
Er a gy, 08° gr 





This equation is evidently satisfied by 


2 2 
Mee £ 2 +20 and — IP: 
Up ETE od Cyne. 














(1) This problem was first worked out by F.—H. Lechat (Ann. de chem. et de phys., 
5 série, 19, p. 289, 1880). He gave the figures showing the nodal lines and lines of the loop 
corresponding to several modes of oscillation. He determined also experimentally the periods 
of the corresponding oscillations in a rectangular tank, and found a close coincidence between 


the theory and the experiment. 
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or 9, A, cos mx+ A, sin mx, o,= Bie” + Be ”*;. 
C=; (A, cos ma“+ A; sin MX) (Bie + Be”). 
If we introduce the conditions 4, ,=4,.=0, 


SIT 





we get Az=0, er 
STR i one 
STL a a 
Y= 0,A, cos (Be + Bye ) 
a 


Again, introducing the condition w,_.=0, we have 


STC STE 


BeBe a = Bz 





a 
d 


SIT. 


o=A,Bo, cos * cosh Siig en 











a a 
Now, from the condition 
oy 99 0 
af 995 |e=o0 
2 
we have ar + p¢,=0, 


STC 





where 7?= 7 tanh ; if C and a be constants, we have 
a 


9,= (cos (pt—a). 
If we put A, for A,BC, then 


ZT. 


~= A, cos uke cosh (e+) cos (pt—a), 


which is a well-known result. 


For the node of the horizontal motion, we must have “=o, or 
STH 
a 


sin 





=0; 


hence SA Ona, foras==17 


An Investigation of the Oscillations of Tank-water. 135 





a 
mo a, ed, for? — 4, 
3 3 
ih 2a 3a 2 es 
nen) > a! > ”» Te os) 
Ate eh 4 
a 2a 3a 4a 4 
7=0, > ’ , ’ a, ” S=5 





In Photographs No. 1-5, Pl. I and II, the representations of the cor- 
responding modes of oscillation are given. 


The periods t are given by 





nok 27 
sıg. i 
Hi TT tanh 2276 
a a 
In our tank a2=50.0cm and c=—6.0cm; the following table con- 


tains the results of experiment and of calculation :— 








s Ty. Cal, T obs. 
I 1.334 1.335° 
2 0.709 0,705 
3 0.513 0,513 
4 0.420 0.415 
5 0.366 0.365 











The coincidence between the calculated and observed values are thus 


almost exact. 


(ii) Let us next suppose that the motion of water depends on + as 


wellason y. Putting 9=¢9, ¢, 9. 9, where ¢,, Yy, Gz, 9, are only functions 


of x, y, 2, ¢ respectively, the equation of continuity becomes :— 


2 
Pr N 


2 
Lard, Os u 








I ie 0 10 
Zu Ox gy WY 


This is satisfied by 
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0° hth Le 
2 nu +m=0, — fur +n=o, en =m’ +n’, 
Pr Ox Gy oy 9 08 
or 9,= A, cos mx+ A, sin mx, ,=, cos ny+ 5, sin ny, 
2V m? + n2 —2V m+ n2 
and 0,=(ie + Cye 


From the conditions #,,=4,.,=0, Vyuo=Vy-a=0, Wz-~=0, we get 





Again, from the condition 


| N 
0% J 0g emg —O, 





we find the function ¢, to be 


¢,=D cos (pt—a), 
where D and a are constants, and 
LU Sires re: 
en gta es a we 
The equation of the stream lines in xy-plane is 


RER RAN 





0 / . 4 7 “5? 
P = 4,sin 2 cos ™ cosh nyse (g+c) %, 
a a a a 


I h0G earn STH ._ INY nV s+r 
U= Bor ewan cos on sin ae cosh avi Yt; 


where 4,,=4; 5, CD, we vet 
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dx dy 


str vr STE. Im 
oe r cos sin 772 
a 








(a) If s=r=1, then the equation of stream lines becomes 





7x 7 
cos —dr cos I dy 
a a a 
= I 
Tr ae: 
sin; sin I 
a 
me TE 
or log sin "7 =log sin “ + const., 
a a 
Tr ir 
or sin =C sin 4, 
a a 


feeeso then +1—0, a; if C—oo, then y=0,a If C=1,then r=y; 
if C=—1, then *+y=a. Four sides and two diagonals are therefore 


stream lines. By differentiating the above equation, we get 





ee or oo for all values of C at eae 
OTe ees respectively. The stream lines must 
therefore have the form shown in the annexed 


figure. The actual mode of the oscillation 





and that of its higher mode are clearly seen 
from Photographs. No. 6 and 7, Pl. II. In 
the present case, a=50cm and c=—6.0cm. 
The periods calculated and observed are given 


in the following table :— 





s=r Du CAR © obs. 








I 0.964° 0.962° 
2 0.538 0.5 36 
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(6) In the combined oscillations s=1, r=o and s=o, r=1, : 

we have u=A,, sin # cosh Hi Glam? PD, N 
a * 2 

j 

v=A,, sin Em cosh Et, 2}. 


Let us first suppose that A;,=dA);; then the equation of stream — 


lines becomes 











ax - ay 
35% ’ 

4 TH 7 u 
sin sin pe ; 

a a 
: , 4 
or, integrating, we get 4 
TX Te 4 
tan =Ctan—~, j 
2a 2a ” 


If C=1, the line x=y satisfies the above relation, and therefore the ’ 
diagonal passing through the origin is a stream line. If C’=o, then z=o, © 
provided y+a, and y=a, provided z#a. If C=oo, then y=o, provided j 
#+a, and x=a, provided y+0. Hence the sides of the tank are stream _ 

lines. The stream lines must have there- 
fore a form as shown in the annexed 


figure. The actual mode of this oscilla- 









tion and its higher modes are seen from 
Photographs No. 8-12, Pl. Hand II. The 
corresponding periods are naturally the 
same as in the first case (i). 


Let us next suppose that A,)=— 











>. Avi; then the equation of stream lines 


becomes 


’ 
° 5 7T 
Sulz —sin Ie the 


‘or, integrating, we get 


Eu u ee 
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If C=1, then the line ++ y=a satisfies the above relation, and there- 


fore it represents a stream line. 


N 





If C=o, then x=o or y=0; if C=oo, 
then z=a or y=a. The sides of the 
tank are also stream lines. For the small 
values of x and y, they are rectangular 
hyperbolas. The stream lines are therefore 
the same as in the last case, provided the 
whole figure be rotated clockwisely through 
a right angle. In Photographs No. 13 and 
14, Pl. IV, the higher modes of such 
oscillations are given. The periods are 
naturally the same as in the last case 


with the corresponding values of s. 


In addition to these oscillations we obtained a mode of oscillation of 


a period, 0.494° whose photograph is given in No. 15, Pl. IV. We could 


not however able to deduce this oscillation theoretically. 


§ 3. Next, consider the circular tank of radius @ and of a constant 


depth ce. Taking the origin of co-ordinates at the center and on the 


surface of the water, we have, using cylindrical co-ordinates 7, 0, z, the 


equation of continuity 


and 


br 0G 381 0¢ & Py a6 


Or r at? de 


Y 
a \ 

2) Jp. (<2) ere 
(OR Or Ira 

if nl 
‘oo dy En 

az" OZ _k=0 





If we put y=, ¢, % y, where ¢,, 2. %, 9, are only functions of 


2, r, 0, ¢ respectively, then we have for the equation of continuity 





r 


I 0g 





dr? 


YO, 


or ro OF % Of 


aap do, ae, PD, reat 0”, Aas 
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Put RR and I Ph + ato, 
then we have ee af - 2 +9, (#-%)=0, 
whence 9,=h er). 
Now ¢,=A, cos 20+ A, sin nO=A cos (nd —P), 
and i= CE sires | 
If we take the condition (=) = into account, we get for 9, 

¢,=C cosh k(2+ ce). 

Again, we have the relation 
( i ) =O, DER NER) GE 
dr a 
VE Pi eA oa eR pals be the roots of /,/(%)=0, then 
A, 
a 

and g=A,, cos (nd —B,.) cosh Anl2+EC) Jn (Zus 7) De 
From the condition | = EL =O; 

207 Og 0 
we get as before 9=D cos (Put — a), 
where Die J tanh Are 


The period of oscillation is therefore 


27 


ag ak 
(449) omanh at 





(i) In the case x=0, the motion is symmetrical about the origin, so 
that we have a series of concentric nodal circles. Photographs No. 16 


and 17, Pl. IV and V, show such modes of oscillation for s=I and 2. 


An Investigation of the Oscillations of Tank-water. I4I 


The comparison of the periods calculated and those observed is seen 


from the table below :— 








a=25.0cm and c=—5.0cm. 
S Zecal: T obs. 
I 0.641 0.641 
2 0.403 0.402 





Here again the coincidence between theory and experiment is very 
close. 

(i) The interesting modes of the unsymmetrical class corresponding 
to z2=1I will be next considered. 


In this case, we have 
y= As, cos (d—P,) cosh A, (2+c) I (kur) 0; 
the equation of stream lines is therefore 


dr rae 








— kıs fi’ (Rısr) cos (0 — is) ~ Jı (Ais) sin (d—ß,,) 


The tracing of this curve is not an easy task, but we can know the 
general form of the curves, by investigating the properties of the curves 


passing through special points of the tank. 


s=0 s=1 s=2 
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The stream lines corresponding to s=0, I, 2 were found to have 
the forms as shown in the foregoing figures; for the first two, the contour 
lines are given in Lamb’s Hydrodynamics (p. 271-273). 

Photographs No. 18, 19, 20, 21, 22 and 23, Pl. V and VI, show the 
actual modes of oscillation corresponding to s=o, I, 23 Seas Ihe 


periods calculated and those observed are given in the table below :— 








a=25.0ocm and c=—5.0cm. 

A= Tees T cal. t obs. 
O 1.246° 1270 
I 0.490 0.490 
2 0.355 0.360 
3 0.296 0.298 
4 0.262 0.264 
5 0.237 0.237 








The coincidence between the theory and the experiment is also very 


good. ; 
(iii) The case corresponding to ~=2 will be next considered. Here 


we have 


gy =A), cos (2d—ß,,) cosh ky, (¢ te) % (Rast) Di, 


and the equation of stream lines is 


ar ; rag 
— ko, Jy! (kur) cos (26 — i.) = (22,7) sin (20 — fo.) 








The tracing of this curve is not easy; but we found for s=o and 1 the 


following figures :— 
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The photographs of the different modes of oscillation corresponding 
to s=O0, I, 2, 3 are given in Photographs No. 24-27, Pl. VI and VII. 
The periods of the corresponding oscillations are given by the formula 
27 


Be 
rn ’ 


af 1 
(2,9)? tanh 3 Rol 








where #;,, are the roots of the equation 





Ja (ka)=0. 
In the following table, the theoretical and experimental results are 
given :— 
a=25.0cm and c=—5.0cm. 
n=2,S$ eal: TAOUS: 
O 0.758° 0.783° 
1% 0.415 0.416 
2 0.324 0.327 
3 0.278 0.279 











Thus the coincidence between the theory and the experiment is very 
close. 
(iv) The case »=3 and s=o will be next considered. Here we 


have 


y= Ass cos (30— 3) cosh As (2+c) Js (kur) Pes 
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and the corresponding equation of stream lines. The general form of 
these lines is given in the figure below; and the actual mode of 
oscillation is seen from Photographs No. 28, Pl. VII. Here we were 


not able to produce higher modes of 


LA SS oscillations. The periods are given by 


270 


r 1 
(45,9) 2 tanh 2 Ayec 


Tas = ’ 


where £3, are roots of the equation 
Js (Ra) =0. 
The theoretical and experimental values, 0.581° and 0.599° respective- 
ly, coincide with each other fairly well. 


§ 4. We shall next consider the annular tank. Mr. K. Sano™ has 


recently solved this problem, and found for g the expression: 


To Rig eee u} 
Sa Ric) ea: 


where 2, =%,,9 tanh (2,sc). Y, is the cylindrical function of the second 





y= cosh &,,(¢+c) cos 20 (A cos prt B sin py sf) X | 


kind of the order 7. The period r,, is then given by 


en a coth (#,,C) 
RneJ 


He gave the forms of the nodal lines for the following simple cases :— 








(1) K. Sano, Proc. Tokyo Math.—Phy. Soc., 2nd Series, 7, p. 17, 1913. 
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We have constructed a model of the annular tank, having the outer 
and inner radii of 25cm and 10.5 cm respectively. Photographs No. 29, 
30, 31, 32, Pl. VIII, are these modes of oscillation above referred to. The 
theoretical values of the periods as calculated by Mr. Sano coincide with those 


of our observed periods very closely, as shown in the following table :— 





We 25 CM, d==10.5,CM,.c— — 2.8 cm: 
n, Ss TU CAL: T obs. 
oO I 0.570° 0.5 70° 
I I AL 2.20 
I 2 0.549 0.544 
2 I 1.08 1.09 


§ 5. Lastly we will consider the case of an equilateral triangular 
tank. Take the origin of the co-ordinates at one corner of the triangle. 
Putting 9=¢,, 9. 9, where 0, 2, Q are 

Yy functions of x and y, 2, ¢ respectively, we 


have for the equation of continuity 





I ee ae Ze )+ . 2 =0. 











Pay 0x” oy. Gz 02° 
Put 
/ \ x 2 2 32 
: 10 fs =", then td ( Pay + TP ay Pay ) =—F. 
Oz 0g Pay Ox” ay” 


As in the former cases, we have 
¢.=B cosh k (¢+¢), 
and 9,= C cos (pl—a), 
where p=gk tanh Ae. 
By transforming the equation 
og 


a ro, 
Aa se he +2 =, 





into the oblique co-ordinates (x, 9,), where 
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z=4+39, and 9=V ; 


ary ap ay 
t xy mY tS zy Al Vx By =O: 
pate te Ox,’ a Oy, 0x97; TER Pay ; 


this is satisfied by 











y= Asin = (4—9)+ sin (a, + 2y,)—sin a (2% +9), 


in which a is the side of the equilateral triangle. This value is found 
to satisfy the boundary conditions for the triangular tank. By transforming 


the equation back to the rectangular co-ordinates, we have 


2s7 e 2% - ET 
(4—7/3y) +sin a (x+ /39)—sin 2 ah. 


3a 








es jsin 
For the fundamental mode of oscillation s=1, we have 
a cee oe A 5 Zr oo age 
p= Aysin fas (a—7/ 3y) +sin ur; (r+y 3y)—sin I az. 
x cosh & (z+e) cos (pi—a@). 


By substituting the above value of ¢,,, in the equation 





LY x 2 
ox Y + ee I + £0, =O, 
we get, for ST, 


BR 
3a’ 


DE armen 7 
id PGi nh he 
44994 3@ 








The equation of the stream lines is 


WR! are aint ere 
ay OPny 
Ox oy 


The tracing of this curve shows that the lines have the form as 


shown in the accompanying figure (a). 


'* 
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If we take for ¢,,, the expression. 


Pega = A ]sin = (4—a— V 3) 


27 


+sin (r-a+y 3») 








27 


So 
— 2x — 
sin is ee a), ; 








the stream lines are found to be as shown in the figure (4). This one is 
a geometrical image of the other. 


If we combine these two values of g,, and ¢’,,, we have 
QU oa V3.4" \cos ee (x-/39- ©) 7. COs ae (++ 73 -<) 
ar | 
— nn 2 ers e. 
cos 5H (24 a)} 


The stream lines of this mode of oscillation are 
shown in the annexed figure (c). Photographs No. 
33 and 34, Pl. IX, show these two modes of oscil- 
lation ¢,, (or ¢’,,) and g”,,. Their periods must 
naturally be the same with each other. The the- 
(<) oretical and experimental values fairly coincide with 

each other, being 1.311° and 1.338° respectively. 
We photographed also a number of higher modes of oscillation. 
Photographs No. 35 and 36, Pl. IX, represent the 2nd and 3rd modes of 
higher oscillations, whose periods are evidently given by taking = and 
a respectively for z in the expression of the period 
of the fundamental oscillation. Photographs No. 
37, Pl. X, represents another mode of oscillation. 


If we consider the triangle divided into six con- 





gruent triangles by three median lines, the mode 
of oscillation in each triangle is the same as that 


of a symmetrical half of the oscillation (c). The period is therefore given 


- 
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a 
/ 3 


oscillation. The following table contains the theoretical and observed 


by taking 





for a in the expression of the period of the fundamental 


periods for the three modes of oscillations above referred to: 





a=60.0cm, c=—5.0cm. 
Modes real. tT obs. 
a/2 0.697° 0.693° 
a/3 0.497 0.504 
aly 3 0.784 0.807 





The coincidence between the theory and the experiment is thus fairly 
close. 

_ Besides, we observed a number of oscillations, whose photographs 
are given in Photographs No. 38-42, Pl. X and XI. Their periods are 


given in the following table: 





Modes TODS, 
No. 40 0.556° 
41 0.555 
a 0.439 
43 0.387 
- 44 0.381 


These modes of oscillation are too complicated to be reducible to 
the fundamental mode of oscillation, by dividing the triangle into a certain 
number of smaller congruent triangles. The general theory for the equi- 
lateral triangular tank will be discussed in a next occasion. To Mr. S. 
Saito, Lecturer in Physics, we must express our hearty thanks for his 


kind help in the calculation of the theoretical forms of stream lines. 


| Pl. I. 
Photographs No. 1-4. 
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Photographs No. 23-26. 
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Photographs No. 27-30. 
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Pl. VIII. 
Photographs No. 31-34. 
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Zur Diskussion der Relativitätstheorie. 


VON 


Jun IstiwARra. 


Die Einsteinsche Relativitätstheorie ist gegenwärtig so weit entwickelt, 
dass sie nicht nur die Elektrodynamik, sondern auch die andere Gebiete 
der Physik, namentlich die reine Mechanik, die Gravitationstheorie usw. 
in ihren grossen Umfang einnimmt. Es scheint mir allerdings noch 
_ bedenklich, ob ihre Grundannahmen unter allen anderen möglichen die 
vortreffendsten sind. Ich möchte im folgenden darum vor allem zeigen, 
dass von den bisherigen Erfahrungen zwar das Prinzip” der Relativität 
der Naturerscheinungen, aber nicht die bei der jetzigen Relativitätstheorie 
zugrundegelegte Auffassung von Raum und Zeit zu folgern ist, und dass 
diese dagegen überhaupt eine hypothetische, doch recht schwer verständ- 
liche ist. Es scheint mir übrigens nicht vollständig ausgeschlossen, dass 
eine andere Relativitätstheorie auch möglicherweise aufgebaut werden 


kann.” 


Das Prinzip der Relativität der Naturerscheinungen. 


Die Unentbehrlichkeit eines gewissen Standpunktes für die Beschrei- 
bung eines physikalischen Zustandes der Aussenwelt kann wohl von 
niemand geleugnet werden. Als einen solchen Standpunkt wählen wir 
ein räumliches Bezugssystem und einen Zeitursprung. Die Wahl des 


Bezugssystems sowie des Zeitursprunges ist aber vorläufig vollkommen 


(1) Was hier unter diesem Prinzip verstanden werden soll, vgl. unten. 
(2) Vgl. W. Ritz. Ann. de Chim. et Phys. (8), 13 p. 145, 1908; Gesamm. Werke, p. 317, 
Paris, 1911. 
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beliebig. Indessen dürfen wir immerhin mit Recht verlangen, ausschliess- 
lich ein derartiges Bezugssystem zu wählen, in Bezug auf welches die 
Naturgesetze eine möglichst einfache Form haben. 

Seit mehreren Jahren war es nun in der Mechanik bekannt, dass die 
klassisch bekannten mechanischen Gesetze, die unseres gegenwärtigen 
Wissens wohl als die einfachsten Ausdrücke der wirklichen mechanischen 
Erscheinungen angesehen werden dürfen, dann streng gelten, wenn man 
als Bezugssystem ein solches wählt, dessen Koordinatenaxen durch den 
Schwerpunkt eines mechanisch abgeschlossenen Körpersystems gehen, und 
bezüglich dessen Koordinatenaxen die Summe der Flächenmomente des 
Körpersystems ein Maximum ist. Wir wissen natürlich kein mechanisch 
vollkommen abgeschlossenes System, doch dürfen wir nicht bezweifeln, 
dass alle Erfahrungen an den wirklichen Körpersystemen, die annäherund 
als abgeschlossen angesehen werden können, immer für die höchste 
Wahrscheinlichkeit der obigen Aussage sprechen. 

Danach können wir behaupten : 

Die mechanischen Gesetze, die sich in Bezug auf das oben genannte 
Bezugssystem sollen ausdrücken lassen, sind für jedes beliebige abge- 
schlossene System dieselben. 

Das genannte Bezugssystem wollen wir das taugliche Bezugssystem 
nennen und die letzte Behauptung das Relativitätsprinzip der Mechanik. 
Durch dieses Prinzip ist die Gleichwertigkeit sämtlicher tauglichen Be- 
zugssyteme berechtigt und die Möglichkeit, mittels irgendeiner physika- 
lischen Erfahrung, die innerhalb eines abgeschlossenen Körpersystems 
gemacht wird, die absolute Bewegung desselben zu konstatieren, prinzi- 
piell ausgeschlossen. 

Unter der absoluten Bewegung eines Systems wollen wir darin die Be- 
wegung bezüglich eines idealen Bezugssystems verstehen, welches wir wenig- 
stens im Gedanken aufnehmen dürften als das Bild des absoluten Raumes. 
Keine mechanische Erscheinung gibt uns indessen die Daten an, die 
absolute Bewegung des wirklichen Systems zu bestimmen. Dass das 
letzte System bezüglich des eben erwähnten idealen Bezugssystems absolut 


drehungsfrei ist, wäre daher auch keine Notwendigkeit, während eine 
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Drehung eines einzelnen Körpers bezüglich des tauglichen Bezugssystems 
etwa mittels des Foucaultschen Pendels konstatiert werden kann.® 

Während das Relativitätsprinzip der Mechanik immer zweifellos 
bestätigt zu sein schien, kam man indessen bei. der elektromagnetischen 
und optischen Theorie einmal in die Annahme, dass ein gewisses bestimmtes 
Bezugssystem, in dem das hypothetische Medium, der Äther, ruht, unter 
allen anderen derart ausgezeichnet ist, dass die elektromagnetischen 
Feldgleichungen überhaupt nur in Bezug aut dasselbe gelten. Aber die 
negativen Ergebnisse der Experimente, durch welche die zum letzteren 
System relative Bewegung der Erde nachzuweisen versucht wurde, zeigten 
uns alsdann, dass die Maxwellschen elektromagnetischen Gleichungen 
wenigstens in Bezug auf das mit der Erde festverbundene Bezugssystem 
insofern gelten müssen, als die Lichtquelle auf demselben ruht. Nach 
diesem Erfahrungsresultate können wir für die Lichtfortpflanzung irdischer 
Lichtquellen die Gültigkeit der Maxwellschen Gleichungen in Bezug auf 
ein Bezugssystem, in dem die Erde augenblicklich ruht, annehmen. Wol- 
len wir uns aber dieses letzte System nicht aus irgendeinem Grunde vor 
allen übrigen solchen Systemen ausgezeichnet denken, so kommen wir 
zum Schlusse, dass die nämlichen Feldgleichungen in Bezug auf jedes 
Bezugssystem gelten müssen, wenn die Lichtquelle relativ zum betreffenden 
System ruht. 

Dieser Schluss scheint nun wohl dafür zu sprechen, das elektro- 
magnetische Feld nicht als Zustand eines bestimmten substantiellen 
Mediums, sondern bloss als Zustand jedes einzelnen physikalischen 
Raumes, der lediglich je durch ein Bezugssystem bestimmt wird, auf- 
zufassen. Einen solchen Gedanken hätte man sich aber früher nur deshalb 
schwer einfallen lassen, weil man sich einen physikalischen Zustand, wie das 
elektromagnetische Feld, nicht ohne einen substantiellen Träger denken 
wollte. Immerhin sollte bereits, bevor die Michelson-Morleyschen Experi- 
mente ausgeführt worden waren, der Äther nicht als eine gewöhnliche, aus 


Elektronen bestehende Materie, sondern bloss als ein absolut kontinuier- 





(1) Vgl. L. Boltzmann, Prinzipe der Mechanik II, p. 330-335, Leipzig, r904. 
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liches hypothetisches Medium angenommen werden. Als nun einerseits (von 
H. Witte) bewiesen wurde, dass eine mechanische Erklärung der elektro- 
magnetischen Erscheinungen durchaus unmöglich ist, und als anderseits 
bestätigt wurde, dass man ein solches hypothetisches Medium, wenn es 
auch förderlich sein mag, durch keine Erfahrung erkennen kann, brauchte 
man ja eine wirkliche Existenz einer solcher aussergewöhnlichen Substanz 
sich nicht mehr vorzustellen. 

Es erscheint daher höchst wahrscheinlich, ein  Relativitätsprinzip 
ebenso für die elektromagnetischen Erscheinungen aufzustellen, welches 
sich in Parallele mit demjenigen der Mechanik folgendermassen -formulie- 
ren lässt: 

Dieselben elektromagnetischen Gesetze gelten für jedes elektromagnetisch 
abgeschlossene System, wenn man sie in Bezug auf ein für das betrachtete 
System charakteristisches, bestimmtes Bezugssystem ausdrückt. 

Solche Bezugssysteme sind also betreffs der Beschreibung elektro- 
magnetischer Erscheinungen vollkommen gleichberechtigt. Diese Be- 
hauptung wollen wir das Relativitatsprinzip der Elektrodynamik nennen 
und als experimentell bestätigt ansehen. 

Nehmen wir an, dass es kein anderes, im physikalischen Raum 
herrschendes Kraftfeld gibt als ein mechanisches oder ein elektromagne- 
tisches, so können wir die beiden Relativitätsprinzipien in ein allgemeines 
Prinzip zusammenfassen, welches schliesslich besagt, dass die Natur- 
erscheinungen den Nachweis des absoluten Bewegungszustandes eines 
Bezugssystems nicht zulassen, bezüglich dessen sie beschrieben werden 


sollen. 


Die Hypothese der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit 
und die Raumzeitauffassung. 


Meisten Autoren verstehen unter dem Relativitätsprinzip der Elektro- 
dynamik, nicht wie unsere obige Erklärung, einen Satz der Invarianz der 
elektromagnetischen Feldgleichungen (oder der Wellengleichungen des 


Lichtes) gegenüber linearen Raumzeittransformationen mit Bedingung der 
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Konstanz der Vakuumlichtgeschwindigkeit. Dieser ist ‚allerdings bloss 
eine Arbeitshypothese, aber weder eine notwendige Folge aus den ex- 
perimentellen Tatsachen noch aus dem oben von uns formulierten Re- 
lativitätsprinzip. Es liegt in der Tat noch kein Experiment vor, welches 
die Invarianz der elektromagnetischen Gleichungen gegenüber Raumzeit- 
transformationen, d. h. dass die Gleichungen für eine bewegte Lichtquelle 
immer denen für die ruhende Lichtquelle äquivalent sein- müssen, fordert. 

Die Konstanz der Vakuumlichtgeschwindigkeit stellte die alte 
Lorentzsche . Theorie an ihre Spitze, was durch die Annahme, dass die 
Lichtfortpflanzung in dem im Ather ruhenden Bezugssystem isotrop 
erfolgen soll und zwar einerlei, ob die Lichtquelle in Ruhe oder in 
Bewegung ist, und durch die Michelson-Morleyschen Versuche, die wieder 
die isotrope Fortpflanzung des Lichtes einer ruhenden Quelle in einem 
mit der Erde durch den Äther bewegten System nachzuweisen bestimmt 
wurden, gefordert wurde. Bei Formulierung seiner neuen relativitischen 
Theorie behielt Einstein noch diese Hypothese der Konstanz der Vakuum- 
lichtgeschwindigkeit bei, aber nicht wegen einer relativitischen Bedeutung, 
sondern lediglich auf Grund der Bestätigungen, die die Lorentzsche 
Theorie durch die Experimente erfahren hat.” Die weitere Überlegung, 
ob diese Bestätigungen überhaupt auf Wahrheit jener Hypothese deuten, ist 
ihm allerdings völlig entgangen. 

Die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit ist offenbar ein Postulat von 
kinematischer Natur, welches die Existenz einer bestimmten endlichen 
Geschwindigkeit, die bei linearer Raumzeittransformation auf sich selbst 
-transformiert wird, fordert, und welches also nicht mehr mit den klassischen 
Kinematik vereinbar ist. 

Will man trotzdem an einer solchen Hypothese festhalten, so muss 
man unvermeidlich dem Problem von Raum und Zeit begegnen. Man 
könnte aber, wie ich glaube, auch ohne Aufstellung einer solchen Hypo- 


these immer nur durch Voraussetzungen von physikalischer Natur eine 


(1) Darauf verwies schon A. Einstein selbst ausdriicklich (Jahrb. d. Radioakt. u. Elektron. 
4, p. 416, 1907. Vgl. W. Ritz. Arch. de Généve 16, p. 209, 1908; (Gesamm. Werke, p. 427) u 
Scientia 5, 1909 (Gesamm. Werke, p. 447). 
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Theorie erzielen. Es scheint mir, dass wir durchaus auf Grund einer 
bestimmten Raumzeitanschauung sämtliche physikalischen Tatsachen in 
unser Gedankenbild zu ordnen vermögen. Durch philosophische Gedan- 
kenerfahrungen könnten zwar auch andere verschiedene Raumzeitanschau- 
ungen möglicherweise entstehen. Auf Grund welcher von ihnen die 
Naturerscheinungen sich am einfachsten in unserem Gedanken nachbilden 
lassen, ist aber eine andere Frage. Ich will damit nur sagen, dass rein 
physikalische Erfahrungen jedenfalls den Beweis für Richtigkeit oder 
Unrichtigkeit einer gewissen Raumzeitanschauung unmöglich ‚liefern kön- 
nen, dass man also nie durch die Resultate des Michelson-Morleyschen 
Versuches gezwungen ist, die Einstein-Minkowskische Raumzeitanschau- 
ung anzunehmen. 

Wie erwähnt ist, kann die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit prinzi- 
piell keine Folgerung aus rein physikalischen Erfahrungen sein, sondern 
ist nur eine Forderung von kinematischer Natur. Man müsste also von 
vornherein jeden solchen Massstab sowie jede solche Uhr als unrichtig 
konstruiert beurteilen, welche, bei Experimenten verwendet, die geforderte 
kinematische Beziehung nicht erfüllen. Es könnte aber dann auch prak- 
tisch geschehen, dass bei Zugrundelegung einer gewissen Raumzeit- 
anschauung ein physikalischer Vorgang, den wir z. B. als exakt perio- 
disch ansehen wollen, wie die reine Schwingung des Lichtvektors, mit 
der so richtig hergestellten Uhr gemessen, nicht mehr mit einer konstanten 
Periode erfolgt, oder dass dabei ein wirklicher Körper, den wir als starr“ 
ansehen wollen, nicht mehr seine Form konstant beibehalt. Für die 
Erklärung der Änderung der Schwingungsperiode des Lichtes oder der 
Änderung der Gestalt eines starren Körpers würde man alsdann wohl 
einer komplizierten Theorie bedürfen. Wir dürfen dabei doch höchstens 
sagen, dass die betreffende Raumzeitanschauung zu einer einfachen For- 
mulierung der betrachteten Naturerscheinung ungeeignet ist. 

In der Physik darf man jedoch natürlich eine gewisse Raumzeit- 


anschauung verlangen, durch die man möglichst einfache Formulierungen 





(1) Also, sofern auf den Körper keine Kraft wirkt, die ihn merklich deformieren soll. 
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aller Naturerscheinungen erzielen kann. Zur unmittelbarsten Entscheidung 
zwischen beiden Raumzeitanschauungen, die gegenwärtig in der Physik 
vorliegen, scheint sehr wünschenswert, den Michelsonschen Versuch mit 
relativ bewegter Lichtquelle zu wiederholen.®. Ehe dieses Experiment 
vorliegt, darf man nicht die neue Raumzeitanschauung und die so einfache 


und rationelle Anschauung der klassischen Mechanik aufgeben. 


Die Lorentztransformation. 


Wir kommen nun zur weiteren Diskussion der Lorentztransformation. 
Bei dieser Transformation behalten die Maxwellschen elektromagnetischen 
Feldgleichungen sowie die Wellengleichungen der Feldvektoren ihre 
Formen bei. Dank der Annahme dieser Transformation kann man also 
zwar die elektromagnetischen Erscheinungen durch einfache Gesetze 

darstellen, doch wird man allerdings zugleich dazu gezwungen, die 
_ Raumzeitanschauung und daher auch namentlich mechanisch-elastische 
Gesetze nur in erheblich komplizierter Weise zu bilden. 

Es ist bereits oft betont, dass die Einstein-Minkowskische Raumzeit- 
anschauung im Gegensatz zur sehr klassischen schwer verständlich ist.. Es 
handelt sich insbesondere darum, weshalb ein so inniger Zusammenhang 
zwischen Raum- und Zeitbegriff bestehen soll, was aus rein philoso- 
phischer Betrachtung kaum folgen könnte. In Folgenden möchte ich 
noch einige daran anschliessende Besonderheiten hervorheben. 

Es sei im Raume ein Bezugssystem 2 gegeben, in Bezug auf 
welches ein Punktereignis durch die Raumzeitvariablen r und 7 bestimmt 
werde. Dabei bezeichne r den vom Koordinatenursprung nach dem 
betrachteten Punkt gezogenen Radiusvektor, dessen Komponenten nach 
drei rechtwinkligen Koordinatenaxen 4, y, z sind, und ¢ die vom Zeitan- 
fang nach dem betrachteten Zeitmoment verlaufene Zeitdauer. Zur 


Längen- und Winkelmessung bedienen wir uns starre Körper, d. h. 


(1) Darauf hat schon auch La Rosa (N. Cimento [6], 3, p. 345, 1912; phys. Zeitschr. 
13, p. 1129 1912, hingewiesen. 
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solche, die man sich keiner Kraft, die die Körper merklich deformieren 
soll, unterworfen vorstellen kann. Zur Zeitmessung bedienen wir uns 
Uhren, d. h. solcher Einfichtungen, deren Zustandsanderung als exakt 
periodisch und ohne weitere Störung vor sich gehend erschlossen werden 
kann. Die Angaben der in verschiedenen Orten des Systems  befind- 
lichen Uhren konnen offenbar etwa dadurch reguliert werden, dass die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit eines bestimmten physikalischen Vorganges, 
mit Hilfe dieser Uhren gemessen, in namlichen Zustanden immer denselben 
Wert haben soll.” Jedenfalls können wir die in verschiedenen Punkten 
des Systems 2° befindlichen, gleichbeschaffenen Uhren mittels irgendeines 
physikalischen Prozesses immer so richten, dass sie sämtlich synchron 
laufen. Der Inbegriff solcher Uhrangaben liefert uns die im selben 
System herrschende Zeit 2. Diese Zeitangabe ¢ entsteht also wenigstens 
in unserem Geist ganz unabhängig von derjenigen in irgendeinem andern 
Bezugssystem. | 

Wir denken uns nun ein zweites Bezugssystem 2”, welches sich in 
Bezug auf das erste 2 mit einer konstanten Geschwindigkeit v bewegt. 
Wir können in diesem zweiten System ebenso Massstäbe und Uhren 
herstellen und zwar sämtliche. Uhren regulieren, so dass wir durch An- 
gaben dieser Uhren die in diesem System herrschende Zeit 7 bestimmen 
können. 

Es sollen, so wollen wir ohne Einschränkung der Allgemeinhei, 
annehmen, die beiden Systeme 2 und 2” miteinander so zusammenhängen 
dass ihre Koordinatenanfangspunkte einmal zu irgendeiner Zeit miteinander 
zusammenfallen. Als Ursprung der Zeit wählen wir gemeinsam in den 
beiden Systemen gerade den Moment, in dem die in den Koordinaten- 
anfangspunkten befindlichen Beobachter miteinander koinzidierend finden. 

Ferner denken wir uns ein drittes Bezugssystem 2, und ein viertes 


2",, welche beide relativ zum ersten System 2 bzw. zum zweiten 2” 





(1) Es gibt keinen Grund dafür, dass die Lichtfortpflanzung im Vakuum ein einziger zur 
Zeitregulierung brauchbare Vorgang sei, obwohl bei Einstein (Ann. d. Phys. [4], 18, p. 639, 
1905; Jahrb. d. Radioakt. u. Elektron. 4, p. 411, 1907) dieser Vorgang allein in Betracht 
gezogen ist. Vgl. J. Ishiwara, Töhoku Mathematical Journal I, p. 19, 1911. 
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ruhen sollen. Ihre Koordinatenanfangspunkte seien aber von dem des ! 
bzw. 2’ um eine und dieselbe Distanz @ in den Richtung von v ver- 
schoben, während ihre Koordinatenaxen zu denen des 2 bzw. 2” parallel 
gestellt seien. Wir könnten offenbar nach der gewöhnlichen Raumzeit- 
anschauung behaupten, dass das Verhältnis zwischen 3, und 2”, betreffs 
der Raum- und Zeitangabe eines Punktereignisses demjenigen zwischen Y 
und 2” vollkommen äquivalent sein muss, dass also die in den Koordi- 
natenanfangspunkten der beiden Systeme 2, und 2”, befindlichen Beo- 
bachter im selben Zeitmoment wie im oben gewählten Zeitursprung von 
2 bzw. 2’ sich ebenso miteinander koinzidierend finden müssen. Denn 
wir hätten dabei keinen Grund, dass diese zwei paar Systeme sich von- 
einander verschieden verhalten sollen.” 

Aber bei der Einstein-Minkowskischen Relativitätstheorie gilt diese 
letzte Behauptung nicht mehr. Die Beziehungen zwischen den Raum- 
zeitvariablen r, ¢ von 2 und den entsprechenden r’, 7 von 2” lauten 
dabei bekanntlich 


I 








See [v| 2), 
ee: 
t= ty > (1) 
po (van) 
i. v Voss 
I nr 9 
a 


Hier drücken ry und t’y die Komponenten von r bzw. r’ nach der 
Richtung von v aus, rj und 1/4 aber die Komponenten derselben nach 
einer zu v senkrechten Richtung; ce bedeutet die Vakuumlichtgeschwin- 
digkeit. Die Beziehungen zwischen den Raumzeitvariabeln r,, 4 von 2, 
und rt’, Z, von 2”, sind daher unter ähnlichen Bezeichnungen gegeben 


durch 





(1) Das System 2%; bzw. %ı ist nämlich um eine und dieselbe Distanz von Z bzw. I’ 
verschoben und darin herrscht eine mit & bzw. % gemeinsame Zeit. Räumliche sowie zeitliche 
Beziehung ist daher für diese beiden paar Systeme vollkommen gleich. 
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Let = 
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! u (tw + a. 


noes 





I — 
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Wahrend also das Gleichungssystem (1) durch gleichzeitige Angaben 
r=r'=0, f=2/=0 erfüllt ist, kann (2) nicht mehr durch r,;=1',=0, 
4=tf,=o erfüllt werden. Der Moment, in dem r,=1r’',=0 stattfinden — 


soll, ist in 2, bzw. 2’, so bestimmt: 





Die Koinzidenz der Anfangspunkte von 2, und 2”, erscheint daher 


dem im Anfangspunkte von 2, befindlichen Beobachter um ein Zeitinter- 


2 
vall sl: ar a ‘to 2) spater stattzufinden als der Zeitursprung d. h. 


der Moment der Koinzidenz der Anfangspunkte von 2 und 2”, dagegen 
dem im Anfangspunkte von 2”, befindlichen Beobachter um dasseble 
Intervall früher als der letzte Moment. 

Es folgt also allgemein aus der Annahme einer Lorentztransformation : 
Ein Beobachter A in 2 soll zunächst sich mit einem beliebigen 
Beobachter B in 2” bezüglich der Zeitstellung so verständigen, dass sie 
im Augenblicke, wo sie aneinander vorbeigehen, die gemeinsame Zeit 
haben; sodann kann ein anderer Beobachter A, in 2, der beständig 
mit dem ersten Beobachter A gemeinsame Zeit hat, seinen Uhrgang 
sogar im letztgenannten Augenblicke mit dem des an ihm vorbeigehenden 
Beobachters 2, in 2”, der wiederum beständig mit 3 gemeinsame Zeit 
hat, allgemein nicht mehr gemein finden. 


Stellen wir uns weiter einen Punkt von }' vor, der vom Koordinaten- 


ursprung um eine Distanz d in der Richtung des Vektors v entfernt ist, 
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und noch einen Punkt von 2”, der ebenso vom Koordinatenursprung von 
2’ um d’ in derselben Richtung wie » entfernt ist. Uhren in diesen 
beiden Punkten zeigen bei ihrem Vorbeigehen, wenn man die Lorentz- 


transformation (1) annimmt, eine Zeitdifferenz 


Ba. (oh a); (4) 


In jedem Paar von Ebenen auf 2 bzw. 2”, die zu v normal stehen, 
und für deren Normaldistanzen d bzw. d’ von dem betreffenden Koordi- 
natenursprung die Beziehung d+ a’ =o besteht, und nur in jedem 
solchen Paar von Ebenen bleiben daher die Zeiten der beiden Systeme 
immer koinzidierend. 


Heben wir speziell diejenige Ebene von 2 hervor, für die 


ist, so ergibt sich nach (1) für die räumlich mit der letzten zusammen- 


fallende Ebene von 2” 








Daraus sieht man ein, dass eine derartige Ebene im Raume, auf der 
zwei gegeneinander gleichförmig translatorisch bewegten Systeme eine ge- 
meinsame Zeit haben, bei jeder Wahl ihrer Zeitsysteme für alle Zeitfolgen 
ausgezeichnet ist. 

Es mag weiter noch folgende Überlegung angestellt werden. Es sei 
vorausgesetzt, dass verschiedene Beobachter in 2 sich verabreden, sich 
mit ihren Uhren in ein und demselben Zeitmoment 7 plötzlich in eine 
gleichförmige Bewegung von der Geschwindigkeit v zu setzen, so dass 
sie nunmehr in 2’ ruhen. Die Uhren dürften dabei ihre Zeigerstellungen 
möglicherweise infolge der Beschleunigung irgendwie verändern. Solche 
Veränderungen, wenn sie auch wirklich stattfänden, sollen, so nehmen 
wir an, sofort von den Beobachtern korrigiert werden, so dass kein Ein- 


fluss der Beschleunigung darin mehr beobachtet würde. Die Uhren 
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müssten sich jedenfalls nach der Einsteinschen Theorie so verhalten, dass 


sie fortdauernd nach der Beschleunigung ihren Gang gegenüber dem- 


; 2 
. . . . o . > D- 
jenigen der in 2 ruhend verlassenen Uhren im Verhältnisse 1:,/I — — 
c 


verlangsamen. Wir nehmen auch einstweilen dies an. Immerhin konnten 
die Angaben der bewegten Uhren uns doch noch keine richtige Zeit im 
System 2” liefern. Um darauf richtige Zeitangaben zu erhalten, müsste 
man nämlich diese Uhrzeiger noch verschieben gerade um die durch den 
Ausdruck (4) angegebene Zeitlänge, die aber je nach den Orten der 
Uhren verschieden ist.” 

Diese Überlegung führt uns schliesslich zu einer neuen Schwierigkeit 
der Theorie und zwar wohl einer von physikalischer Natur. Wir dürfen 
und wollen uns, wie hervorgehoben wurde, die Lichtschwingung als einen 
exakt periodischen Vorgang vorstellen. Der Quelle einer monochroma- 
tischen Strahlung wollen wir also anschaulich eine physikalische Ein- 


richtung, die eine exakt periodische Bewegung durchführen soll, zuordnen, 





(1) In Betreff der Diskussion der Zeitanschauung mag hier bemerkt werden, dass der 
Einwand von E. Gehrke gegen die Relativitätseigenschaft der Einsteinschen Zeit (Münchner 
Ber. p. 220, 1912) wohl keinen richtigen Sinn haben dürfte. Statt seiner Interpretation der 
Einsteinschen Zeitformel: „die bewegte Uhr läuft langsamer als die ruhende Uhr,“ müsste 
streng so heissen : „Einem Beobachter (eines bestimmten Bezugssystems) erscheint eine relativ 
zu ihm bewegte Uhr langsamer zu laufen als eine relativ zu ihm ruhende Uhr,“ oder in anderer 
Ausdrucksweise: „Eine Uhr, von einem relativ zu ihr bewegten Beobachter beurteilt, läuft 
langsamer als von einem relativ zu ihr ruhenden Beobachter beurteilt.“ Das Ergebnis eines 
von Gehrke betrachteten Gedankenexperiments ist gerade durchaus mit diesem Satze vereinbar. 
Sollte dagegen eine gewisse bestimmte Uhr (A) bei beliebigen ‚relativen « Bewegungen gegen 
‚eine andere Uhr (B), (also z. B. einmal bei relativer Ruhe von 4 und bei relativer Bewegung 
von 5 gegen den Beobachter, und das zweite Mal bei umgekehrtem Zustand gegen den Beo- 
bachter), immer einheitlicherweise schneller oder langsamer gehen als die letztere, so müsste 
schliesslich eine derartige Uhr, die relativ zu allen andern relativ bewegten Uhren am 
schnellsten bzw. am langsamsten läuft, von den anderen ausgezeichnet werden, was offenbar 
der Relativeigenschaft der Zeit widerspricht. Es müsste also immer die Stelle des Beobachters 
berücksichtigt werden, von dem das Wort „bewegt “ oder ,, ruhend “ gebraucht werden soll. 

Was übrigens das von O. Berg (Das Relativitätsprinzip der Elektrodynamik, Göttingen, 
Pp: 37-38, 1910) sowie von E. Wiechert (Phys. Zeitschr. 12, p. 689 u. p. 737, 1911) hervor- 
gehobene Paradoxon über die Abhängigkeit der Zeitangabe einer Uhr von ihrem Bewegungs- 
zustand betrifft, so hat M. Laue (Phys. Zeitschr. 13, p. 118, 1912) schon klar gemacht, dass 
diese Tatsache dem Relativitätsprinzip nicht widerspricht. Sie könnte meiner Ansicht nach 
doch eine Schwierigkeit physikalischer Natur gegen die Theorie hervorrufen, von der gerade 
im Text die Rede sein soll. 
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und daher wollen wir uns auch dieser letzten Einrichtung, soweit sie 
keine merkliche. Störung erfährt, als Uhr bedienen. Setzen wir nun diese 
Lichtquelle in Bewegung, so müssten wir dadurch zuerst, sobald wir die 
Einsteinsche Theorie annehmen, eine bestimmte, nur von der Geschwindig- 
_keitszunahme abhängige Veränderung in ihrer Schwingungsperiode erwar- 
ten. Eine solche Veränderung des. Uhrganges infolge der Bewegung folgt 
aber nie aus einem philosophischen Grunde und wir müssten sie wohl als 
eine physikalische Tatsache erklären.‘® Was soll doch denn die physika- 
lische Ursache dieser Wirkung sein? Die Beschleunigung kann offenbar 
keineswegs deren Ursache sein, weil wir sie dabei beliebig gross oder 
klein annehmen können. Unseres Wissens könnte ihr sonst aber kaum 
eine physikalische Ursache zukommen. Es scheint sich also überhaupt 
keine Erklärung für eine solche Veränderung des Uhrganges finden zu 
lassen. 

Will man doch dagegen die Verschiedenheit der Zeitskala in zwei 
gegeneinander bewegten Systemen provisorisch als ein philosophische 
Eigenschaft der Zeit ansehen, so muss man die Tatsache etwas anders 
begreifen. Von diesem Standpunkte aus müsste man sich nämlich als 
Uhr einer derartigen physikalischen Einrichtung bedienen, die nicht nur 
periodisch verläuft, sondern bei einer Bewegungsänderung die geforderte 
Veränderung der Periode (natürlich durch irgendeine physikaliche Ursache) 
erhält. Wahrscheinlich könnte man allerdings eine solche Einrichtung 
weder in der Natur ermitteln, noch künstlich konstruieren, denn eine in 
der betreffenden Weise wirkende physikalische Ursache scheint, wie er- 
läutert, wenigstens im Rahmen der jetzigen Physik schon prinzipiell 


ausgeschlossen zu sein. 


Berlin, Januar, 1913. 


(1) Die Veränderung der Länge eines starren Massstabes infolge der Bewegung ist dagegen 
nach der genannten Theorie bekanntlich bloss als eine Folge synchroner Messungen 
aufzufassen. 
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On the Seiches of Lake Towada. 


REPORTED BY 


THE THIRD YEAR STUDENTS, Physics.” 


With Plates I-VI. 


In the last summer vacation we made an excursion to Lake Towada 
which was conducted by Prof. K. Honda, to investigate its seiches. The 
lake is situated between the two provinces of Aomori and Akita (Long. 
140°55’ E, Lat. 40°27,’5 N). It is an E-shaped lake and of a volcanic 
origin ; steep mountains, which surround it, and two long peninsulas, which 
protrude into the water from its southern side, torm a most picturesque 
scene. The lake is 8.8 km long and 7.4 km broad, its surface being 408 
m above the sea-level. It is one of the deepest lakes in our country, the 
maximum and mean depths being respectively 378 m and 70.2 m. The 
water of the lake has a deep-green colour, but it is fairly transparent. 
According to an observation made by Viscount A. Tanaka, a well-known 
limnologist, the colour is Number 3 in Fohler’s scale, and the transparency 
of the water is so great that a white disk immersed to a depth of 20 m 
below the surface of the water can be seen. Viscount Tanaka also made 
a sounding of the lake which was superintended by Mr. S. Wainai, who 
is a successful breeder of fish. We express here our cordial thanks to these 
gentlemen for permission to avail ourselves of their valuable data in the 


investigation of the seiches. An exact land-survey of the borders of the 


(1) The party consisted of the following gentlemen :—K. Honda, J. Okubo, T. By, 
Y. Yamashita, S. Sasaki und Y. Ogura. 
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lake has not yet been made, so that its dimensions, as given in the ac- 
companying figure, are not very exact. Ss 

Previous to our excursion we constructed a model of the lake and 
investigated its modes and periods of oscillation. We could therefore tell 


beforehand what modes of oscillation would probably be observed in the 
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lake. This greatly facilitated our investigation of the complicated pheno- 
mena of the seiches. The observation lasted from July the 23rd to the 
30th ; we used three sets of Honda’s limnimeters and made simultaneous 
observations at different stations. The following table gives the names of 


the stations and the intervals of observation : 
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a 








p.m., 


Stations Intervals of observation 
Hakka 630° p.m., 23rd—7" 
SS 152 pm 27th—o" 
Namariyama TA an26ch- 6° 
Kozan Seal 5 Mea, 25th—6" 
Takinosawa Lior a mE 2Sch — TA 
Mutusi 9. 6™ a,m,, 26th—s 
Motokoya 9° 307 a.m., 27th—sh 
Utarube TORS One a ., Ath—<5" 
9% 15™ a.m., 25th sh 
HE Ener 
On, 28th—s® 
Nakano-umi 10.02. am. 24th — 6? 
Gern. 2a.m. 27th 


pts, 


27th 
30th 
26th 
25th 
20th 
26th 
27th 
24th 


. 25th 


27th 
30th 
24th 
27th 


ee 


During the observations, the weather was generally cloudy, but from 


time to time we had some rain and wind. 


In the lake the seiches were 


generally very conspicuous, as might be expected from its deepness. In the 


following table, the periods of the seiches and the stations at which they 


were observed, are given :— 


————————— enn 


























Stations n Tı n Ta n Ts n Ts n Til 
Hakka 132 17°32™] 124 | ı255m — — 106 | 560m | 87 8-45m 
Namariyama 10 | 17:24 8 | 12:50 12 zı5m|ı 46|. 5°37 — —- 
Közan _- — 728 12.19 9 7°23 — — 41 8-38 
Takinosawa _ — 29 | 12:48 40 7°38 = — 33 8-66 
Mutusi “= — 16.| 12-31 — _ 21 5:75 14 8:55 
Motokoya — — — — — — — — 26 8:00 
Utarube 32 | 17-41 | || os 118 571 39 | 871 
Nakano-umi — — VAR L2 SA U == = = 16 8:28 
Mean 17-33 12:50™ 732m 562m 846m 
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‚In the above table, z represents the number of waves taken in the 
calculation of the period. The mean values were obtained from the above 
table by taking their arithmetical mean, by multiplying the number of 
waves at these stations considered as the weight. 

As the form of the lake is so irregular, we can not apply the Crystal’s 
theory of the seiches in the present case. We studied the different modes 
of free oscillations by means of a model of the lake constructed on a scale 
of 1:13210 for the length and 1: 1000 for the depth, as in our former 
paper’. Photographs were taken of the freely oscillating water, which 
had aluminium powder scattered over its surface, and afterwards the mode 
of free oscillation was studied on the plate. Figs. 1-6 are photographs 
of the model, showing beautifully the stream lines of the oscillating water. 
The white lines in the photographs are the nodal lines of the respective 
modes of oscillation. While the oscillation of the water was going on, 
the nodal points in the water line were found by actual observation. As 
the nodal lines are always perpendicular to the stream lines, we drew such 
lines, starting from the nodal points as actually observed. 

Fig. 1 represents the fundamental or uninodal oscillation. The whole 
water oscillates lengthwise between the two end-stations, Hakka and 
Utarube, while the inlet of Nakano-umi does not take part in the oscil- 
lation. The period of this oscillation is 2.42%. By multiplying the reduc- 
tion-factor R= 13210/7/ 1000 = 425.5, this becomes to 17.16". Fig. 2 is 
the binodal oscillation of the model. The lake-water oscillates in two 
halves separated by a line passing through Takinosawa and bisecting 
lengthwise the inlet of Nakano-umi, so that in its oscillations, both the 
Takinosawa side and the Nakano-umi act as two places from which the 
stream lines diverge, or toward which they converge. The oscillations in 
Hakka and Nakano-umi, Utarube and Nakano-umi, Hakka and Takino- 
sawa are in opposite phases. The two end-stations Hakka and Utarube 
are in this case in the same phase. The period of the oscillations is 1.82°; 
multiplied by the reduction-factor, this becomes 13.60”. Fig. 3 represents 
the trinodal oscillation of the model. The nodal lines are so singularly 


(2) On the Seiches of Lake Inawasiro, Sci. Rep. I, p. 246, 1912. 


——— N 
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distributed that it is almost impossible to anticipate them from the outset. 
The oscillations in. Hakka and Takinosawa, Motokoya and Utarube, Hakka 
and Utarube are in opposite phases. Nakano-umi is hardly affected by 
this oscillation, The period of this oscillation is 1.11°; if we multiply it 
by the reduction-factor, we get 7.87%. Figs. 4 and 5 are two penta-nodal 
oscillations of the model; their modes of oscillation are different from each 
other. In the first mode of oscillation, Nakano-umi oscillates energetically, 
but in the second, it hardly oscillates at all. In the former mode, there 
are also two nodal lines enclosing the northern corners of the lake, but 
in the latter, there is a nodal line starting from one corner and ending at 
a point distant from the same corner about two-third of the length of 
the northern side of the lake. Their periods are respectively 0.78° 
and 0.70°; by multiplying by the reduction-factor, we get 5.53™ and 4.96™. 
This calculation is, however, not quite correct, because in these cases the 
wave-length is not only large in comparison with the depth of the model, 
but of the same dimension. Fig. 6 represents a lateral oscillation: the 
nodal lines are very irregular, as seen from the photograph. In this mode 
of oscillation, Hakka, Nakano-umi and Utarube are in the same phase, 
but they are in opposite phases as Namariyama, Takinosawa and Motokoya. 
The period of this oscillation was 1.26° and its reduced value 8.93”. 

By comparing the above modes of oscillation with those actually observ- 
ed, we see at once that the largest observed period 17.33™ is the period of 
the fundamental oscillation of the lake. For, not only does the period fairly 
coincide with that of the experiment, but the phases of the oscillation 
observed at Hakka and Utarube are opposite to each other, as seen from 
Fig. 7 and 8. Besides, in the records taken at Utarube, we observed that 
the trinodal and lateral oscillations of the periods 7.32™ and 8.46™ were 
of considerable amplitude; but in the records taken at Hakka, the funda- 
mental oscillation is very conspicuous and two other component oscillations 
are scarcely to be traced at all. In Namariyama, Kosan, Takinosawa and 
Mutusi, which lie on the same side of the nodal line as Hakka, the phases 
were the same as that of the latter. In Nakano-umi we observed no 


oscillation which had the said period. 
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The period 12.50™ is a little smaller than 13.60™ of the binodal 
oscillation of the lake; but the phases of the oscillation are quite in ac- 
cordance with those in our model. For example, Hakka and Nakano- 
umi, Nakano-umi and Utarube, Hakka and Takinosawa, Hakka and Mutusi 
(Fig. 9) were found to be in opposite phases, while the two end-stations 
Hakka and Utarube were in the same phase. We conclude therefore that 
the observed period 12.50” is that of the binodal oscillation. | 

The period 7.32” is found to correspond to the trinodal oscillation of 
the lake. It fairly coincides with 7.87” found experimentally in our model. 
This oscillation was not frequently observed ; but we found that the phases 
of the oscillation in Hakka and Takinosawa, Hakka and Utarube were 
opposite to each other. 

The period 5.62” is near to the pentanodal oscillations of the model. 
Whether it corresponds to one of these two is not certain; for this oscil- 
lation was not plain and the oscillations of longer periods and of consider- 
able amplitude were superposed on it, so that the comparison of the phases 
at the different stations was very difficult. 

Lastly the period 8.46™ corresponds to the period of the lateral 
oscillation of the lake. The period approximately coincides with that 
experimentally obtained (8.93”). The oscillations at Hakka, Nakano-umi, 
and Utarube were in the same phase with each other, but in opposite 
phases to those at Mutusi and Motokoya, as seen from Figs. 10 & 11. 
The result accords quite well with the above view. 

As we have remarked, the horizontal dimensions of the:lake are not 
exactly known; the small discrepancies between the observed periods and 
those of the experiment are thereby easily accountable. 

Finally the. following is to be remarked; on one occasion, there ap- 
peared on the records at Hakka a long series of waves with the period 
5.62™, as given in Fig. 12 (a), (b). In (a), the said oscillation is super- 
posed on the binodal oscillation of the lake, but in (b), we have only a 
single oscillation. In Hakka and Utarube, the waves change in form 
slightly one after another, showing the co-existence of two or three waves. 


In one day, the same series of waves was repeated in Hakka in 2.3" 
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(Fig. 13), while in another day, it was repeated in Utarube in 2.6" (Fig. 
14). The waves are the resultant oscillation of the fundamental, binodal 
and lateral oscillatious. In Fig. 13 the fundamental oscillation predomi- 
nates, but in Fig. 14 the lateral oscillation is visible in considerable 
amplitude in the waves. 


In Figs. 15-18, the records of remarkable seiches are given. Here 
I 





the time-scale is about that of the records already referred to. In 
Fig. 15, which represents a record taken at Utarube, we see the fundamental 
oscillation superposed on a lateral oscillation of considerable amplitude. 
In Fig. 16, which represents a record at EEE the fundamental 
oscillation is not important. A beautiful beat is caused by the super- 
position of the lateral and trinodal oscillations of the lake. The regular 
wave in the first part in Fig. 17 is the fundamental oscillation, while in 
Fig. 18 a combined oscillation, partly fundamental and partly binodal 
oscillation of the lake, was observed. 

Summarising the above results, we conclude that the mean periods 
17.33", 12.50” and 7.32” represent respectively the uninodal, binodal and 
trinodal oscillations of the lake, while the mean period 8.46 "is its lateral 
oscillation. It is probable that the mean period 5.62™ corresponds to a 


pentanodal oscillation of the lake, but this is not certain, 
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Fig. 9. 26th, July. 
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Fig. 10. 27th, July. 
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Fig. 12. 24th, July. Hakka. 
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Fig. 13. 25th, July.: Hakka. 
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Fig. 14. 24th, July. Utarube. 
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Fig. 15. 28th-29th, July. Utarube. 
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Fig. 18. 29th-30th, July. Hakka. 


Fig. ı7. 27th-28th, July. Hakka. 
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On the Amount of Radioactive Products 
in the Atmosphere. 


BY 


SHINzO Sato. 








Experiments bearing on this question have already been made by 
several observers in different parts of the world. The direct method con- 
sists in measuring the amount of the radium or thorium emanation pre- 
sent in the atmosphere either by absorbing it in cocoanut charcoal,” or 
by condensing it® at the temperature of liquid air. The indirect method 
is to collect the radioactive matter from the atmosphere on a negatively 
charged wire stretched horizontally above the ground, and then to measure 
its activity. This method has been adopted by several observers, espe- 
cially by S. Kinoshita, S. Nishikawa and S. Ono of the Tökyö 
Imperial University. The present paper gives the result of a similar ex- 
periment made in the Tohoku Imperial University. 

A copper wire, 0.44 mm thick and 25 metres long, was horizontally 
stretched from north to south between two posts at a height of one meter 
above the ground, in the eastern yard of our laboratory. The wire was 
maintained at — 10000 volts by a Töpler’s 30-plates influence machine driv- 
en by a motor, its voltage being measured by a spark-micrometer. After 
the wire had been exposed three hours in the atmosphere, the middle 
portion of 12 metres was quickly coiled round a hexagonal cage (5.5 cm 
in height and 5.3 cm in diameter) of the Schmidt electrometer, made by 
Spindler & Hoyer, and put in the ionization chamber of the electrometer. 
The activity of the radioactive deposit on the wire was then measured in 
(1) Eve, Phil. Mag. Dec. 1907 and Oct. 1908. Satterly, Phil. Mag. Oct. 1908. 

(2) Satterly, Phil. Mag. Oct. 1908. Ashman, Amer. Journ. Sci. 26, 1908. 


(3) S. Kinoshita, S. Nishikawa and S. Ono, Tökyö Sügaku-Buturigakkwai Kiji, Ser. 2, 6, 
June, 1911. 
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the usual way. The value of one division of the scale was calibrated 
beforehand by means of a battery of 500 cells. 

A few minutes were unavoidably lost in winding the wire, and there- 
fore it was impossible to measure the activity at the moment, at which 
the charging ceased. But the activity at the beginning was calculated 
from the theoretical curve, as-it was clearly known from the decay curves 
that the deposits thus. obtained were radium and thorium only. 


The results of my experiments are given in the following table . 
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The meteorological data was observed at the beginning and the end 
of the experiment. During the experiments the natural leakage was © 
6.x 10° volt/sec. 

The electrometer has a capacity of 4.86 cm, and therefore the current 
due to radium C becomes 18.32 X 10° C.G.S.E.S.U., and that due to thorium 
B and’ GC 1.90 Kk 10, 1C;G.5 Es. | 

If we adopt the calculation made by S. Kinoshita, S. Nishikawa 
and S. Ono, and assume that the velocity of the wind was greater 
than the limiting value, when the boundary of the effective region becomes 
parallel to the ground, the numbers of atoms of radium and thorium ema- 


nations per ccm in the atmosphere are respectively 
N, = 1.5, Ny = UO mee 


the ratio of the two is s 





In this calculation, all constants are the same as those which were used by 
S. Kinoshita, S. Nishikawa and S. Ono, except that the rate of the 
effective ionization to the total ionization of the a-particle was taken to be 
I. The result fairly coincides with those of Eve, Ashman, Satterly, as 


seen from the following table: 

















Observer onen Cine pee SS aes Locality 
per cubic metre of Nr 
Eve 60 x 16-12 1-0 Montreal 
Ashman 89 x 10-12 1-5 Chicago 
Satterly 105 x 10-12 1-8 Cambridge 
Average val. 83x 10-12 I-4 














but the result is notably greater than was the case in the atmosphere of 
Tokyo. 


On the Melting Points of some Japanese 
Minerals. 
BY 


YASUTARO YAMASHITA AND MasaıcHnı Majıma. 





In the following paper the result of our determination of the melting 
points of some Japanese minerals is reported. For heating minerals we 
used an electric furnace of G. Tammann™ ; the minerals to be heated were 
powdered and placed in a porcelain or magnesia tube, which was closed 
at one end, and which stood vertically in the furnace. For measuring 
the temperature we used a thermoelement consisting of a platin and a 
platin-rhodium wire below 1500°, and above that temperature we employed 
an optical pyrometer after Holborn and Kuhlbaum made by Siemens & 
Halske in Berlin. The method of measuring the melting points consists 
of taking the heating curve for the specimen and finding the temperature 
of a stationary point on the curve. Most minerals, when they were once 
melted, became when cool a glassy mass, so that cooling curves did not 
give any definite stationary point. One junction of the thermoelement 
_ protected with thin porcelain tubes was placed in the powdered mineral, 
and the other was insulated and placed in a narrow copper tube closed 
at its lower end. This tube was partly dipped in a water-bath, whose 
temperature was from time to time measured by an ordinary thermometer. 
The calibration of the thermoelement was carried out by observing the 
melting points of pure metals, such as tin, zinc, lead, antimon and copper 
in the usual way. The optical pyrometer was compared with the thermo- 
element, but the correspondence between these two readings was close, at 


least within the limit of experimental errors. With this instrument, it 


(1) R. Ruer, Metallography, Eng. trans. p. 299-303. 
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was also possible to obtain a good stationary point on the heating curve 
corresponding to the melting of the specimen. 
By a preliminary experiment we determined the temperatures of trans- 


formation in quartz with the following result — 


Temperature of a—f transformation = 581°C, 


Inversion to cristobalite == $7005) 


For the former Wright and Lessen™ gave 575°, and for the latter a tem- 
perature above 800°, We were not able to determine the melting point 
of the mineral; when at a temperature higher than ca. 1300°, the porce- 
lain or magnesia tube was strongly acted on by quartz. 

In the following table the results of our determination of the melting 
. points of several minerals are given. They were placed at our disposal 
through the kindness of Mr. S. Közu, Lecturer on Geology, to whom we 


must express our cordial thanks. 














Minerals Locality | Melting points 
Anorthite. Miyakojima 1528.C- 08 
Anorthite (cry.) Tarumae 1533.50 
Bronzite Anijima, Ogasawara | 1459°C, T.E.® 
Andesine Shioda, Shinano 1333°Ce ites 
Oligoclase andesine Yuoshima 1232° 1257005 make 
Augite Otomezaka, Echigo | 1074°C, T.E. 
Orthoclase-A lbite — 1250°, 1228’ Ge iene 


Granite — 1446°, 1478°, 1509.07: 


(1) Wright & Lessen, Amer. Jour. (4), 27, p. 421-447, 1909. 
(2) Measured by the optical pyrometer. 
(3) 55 „ the thermoelement. 
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For anorthite Day and Allen” gave 1532°, while Doelta® gave 
1260°-1340°. Day and Sosman™, Shepherd and Rankin‘®, and Brun® 
gave 1549,5 + 2.0, 1550° and 1490°—1520° respectively for the same 
temperature. With the exception of the temperature given by Doelta, 
our result coincides closely to those given by others. For andesine Brun, 
Doelta™, Day and Allen“ gave 1280°, 1155°-1185°, and 1375° respect- 
ively for the melting point. Our result is greater than those of Brun and 
Doelta, but a little smaller than that of Day and Allen. Doelta™ and 
Brun found 1160°-1240° and 1260° as the melting points of oligoclase, 
which coincide fairly well with our result. Cusack, Doelta®, and Brun“ 
gave 1187°-1199°, 1085°-1200°, 1230° respectively for the melting point 
of augite. Our result coincides with the lowest figures given by Doelta. 
For orthoclase Doelta® gave the temperature of 1185°-1220°, which 
is a little smaller than our result. For albite Cusack, Doelta®, Brun, 
Day and Allen“ gave respectively the temperatures 1172°, 1115%-1170°, 
1259° and 1225°. The last figures correspond very closely to our result. 


It is reported by Doelta" that the granite softens ate 1150%-11602 


(1) Zeitschr. fiir phys. Chem. (1), 54, 1906 and Am. Jour. Sci., 4th series, 19, Der 935 
1905. 

(2) Sitz.-Berichte der Kais. Akad. der Wiss. 115, 1906. 

(3) Amer. Jour. Sci., 29, p. 93, 1910. 

(4) _ Amer. Jour. Sci. 28, p. 293, 1909. 

(5) Arch. Sci. phys. nat., 4th ser., 13, p. 552, 1902; 18, P- 537, 1904. 

(6) Ibid. 

(7)  Sitz.-Berichte der Kais. Akad. der Wiss. 114, 1905. 

(8) Publication of Carnegie Instit. of Washington, No. 31, 1905; Zeitschr. f. Physik, 
Chem. 54, p. I, 1905. 

(9)  Sitz.-Ber. der Kais. Akad. d. Wiss. [I] 115, 1906. 

(10) Arch. Sci. phys. nat., 4th ser., I3, p. 552, 1902; 18, P- 537, 1904. 

(11) Proc. Roy. Irish. Acad., 3rd ser., 2, p. 38, 1891. 

(12) Sitz.-Ber. der Kais. Akad. d. Wiss. [I] 114, 1905; 115, 1906. 

(13) Arch. Sci. phys. nat., 4th ser., 13, p. 552, 1902; 18, p- 537, 1904. 

(14) Proc. Roy. Irish. Acad. 3rd ser., 2, p. 38, 1891. 

(15) Sitz.-Ber. der Kais. Akad. d. Wiss. [1] 114, 1905; 115, 1906. 

(16) Arch. Sci. phys. nat., 4th ser., 13, p. 552, 1902; 18, P- 537, 1904. 

(17) Publication of Carnegie Instit. of Washington, No. 31, 1905; Zeitschr. f. Physik, 
Chem. 54, p. I, 1905. 

(18) Min. pet. Mitt., 21, p. 23, 1902. 
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and becomes fluid at 1240°. Our result, civing the 
on the heating curve, which would probably cor es] 
points of the three principal components of the mil 
and mica— is notably greater than the value given 
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On the Shape of the nearly spherical Drop 
which falls through viscous Fluid. 


By. Smizumi Saito. 





1. The case of a falling rigid spherical body through a viscous fluid 
with a slow velocity has been discussed by Stokes. Two years ago 
Rybezynski* investigated the uniform motion of-a viscous spherical drop 
through a viscous fluid. In the present paper we will consider the same 
problem, by taking into account the second order of the velocity of the 
drop and also the capillary action. The shape of the drop is supposed 


to deviate from a sphere a little. 


Fundamental Equations. 


2. Though we wish to discuss the case in which a nearly spherical 
drop of mean radius @ is moving through a viscous fluid, it is more 
convenient to take the drop as fixed and the viscous fluid as moving with 
uniform velocity v. We will take the co-ordinate origin at the centre of 
the drop. Liquids being considered as incompressible, the equations of 


motionf are as follows 














Om, er ee OURS © 800 
Ou ou, Ou, R 0 
Er... iy. Wi te cut) = nd ty + pY — 
0 0 0 0 0p nm 
U, U, U, “NGS A Se 
(5 Bat nd er: 
= Hy ı oe ste an 
dy | Oz 





* Witold Rybezynski, Krak. Anz. (A), Pp. 40-46, IgI1. 
T Wien Hydrodynamik page 14. j 
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where z,, 20,, 4, are velocity components, g its density, # the coefficient. of 
viscosity, and # the pressure. 

Now we take x and y axis in the horizontal plane and the direction 
of z vertically upwards. The external force is only the force of gravity, 
we have Y=Y=o and Z=—g. Hereafter we will put pgz+p=p,. 


In the steady state, the fluid moves with uniform velocity v as the 
Ou, Ou, Ou, 


vanish. 
Ot Oy 02 








whole, so that 


The transformation of a co-ordinate. 


3. We shall make a co-ordinate transformation in the following manner. 
The new origin is the point (x. 9, %) whose spherical co-ordinate is given 
by (7% 6) %) where 
2 4) = 1% Sin 0, Cos Pp, 
| = rn, Sin A sin Po, 
RC ER 
x x, axis is an outward nor- 
mal of the sphere, 
r= %, J, axis an outward 
normal of the cone, 
6 = 0, and sj axis a not- 
mal of the plane g=q. 
By writing 2, 2 in 
the place of 4, y,2 in (1) 


we get equations of motion 





Fig. 1, referred to this new co- 
ordinate system, 
We may consider another co-ordinate system 43, 7, 23 whose co-ordi- 


nate origin lies at the point 7, 9,,¢, and 


4 axis is an outward normal of the sphere » = 7, 
Yq axis an outward normal of the cone 6 = 6, 


and z, axis a normal of the plane ¢ = g.. 
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Now the point (%, 6, 9) being considered as a moving point, this 
co-ordinate system is a moving co-ordinate system. At an instant Z, this 
point (7, 4,, ¢,;) coincides with the fixed point (7%, 4, %) and after a short 
time 07 this point is at a point (%+0r,0,+ 00, %+0p). If we consider 
this system of co-ordinate axes (4, 72,2) as a rigid body, then during 
é¢ this rigid body makes translational and rotational motion. The three 


components of angular velocity w,, w,,w, of this body may be found as 





follows 
(i) If ö69=o and dy=o, then 
Im 0 =O; W =0 
41 V1 21 
Wy, Wy, w, 
(ii) If öp=o and ör=o, then 
Or O O oO 
mr 0200,00 = a 
60 O O fu ee 
dt 


Bin ul fror = = 

: 4a ae (iii) If d-=0 and d6=0, then 

60. COst,-. 7 — sind, --o 
= a ee eos om. = OY ind = 

ad v9 Y= dno, 0» NI=ZO: 

From this we get in a general case in which 067,00 and dg are 


not zero, 





do do . 
Ne cosh, ie or 6, a Se 


Now the rate of change of the velocity components in the direction 


& 
of 2,91, 2, can be found from the equation of rigid dynamics“ 

















du. Ou 
et. Tht, 

of at J1 2 21 V2 

Ou Ou 
eye J2 pall 

See EP af m, U. — W,, U, 

Ou m) s 
N ze 23 a 

APO Bee a m PR W, Mx, 

that is 

Ou du a dd 
ee cit) Oy 2 a u, 

art dt 0a at at 





* E. J. Routh, Advanced Rigid Dynamics, article Io, p. 7. 
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Ou Ou ae J 
Sail x “04 , a 0 4 Y~ 
ay Fi Uy, 7 cos 6, 2, Be 
00, Ot. do do 
ae + cost uy, = + sind, 2, ae 


(i). Putting =, e,i 0t=dx%,=07, we find 




















Ou, = Ou, Ou, % dag, du, 2 Ou,, 
Ox, or, or, Or, 0% or, 


(ii) Putting ¢=y, e,7 dd=0dy,=r,00, we find 














— 5 Sr We ae sh hr . . 
0%, | rsind, 09, N 02; sind, dg, sind, “% 
) 0 : 
Ou, = I FU, cos, re 
= . - 1 ee 
02, sind, 09, 7, sind, 7 


4. Using these formulae, we can transform from rectangular to spherical 


co-ordinates. Then 

















du du, Ou. 
= 714 —_*! becomes 
Ox, OY Az, 
Ou 0 j 0 
Mi gli Mee Bienes ty, 4. 0% My, I Hai 
or, 7, 06, 7. r,sind, r,sind, dy, 
1 1 1 0 


where 7, , 29, w#,,, denotes velocity components in the direction of 7, 0, 91 
(not generalised components of velocity). We may write »,0,@ instead 


of 71 6,, Y; and YO, 6,, Lo. 


Ou , 2 cosd I us _ ote 


Ou I 
ee ny Eee I 
or r 00 vi r sind ° rsind a 


Let 4, 2,2, be direction cosines of x, axis referring to xyz axes, /, Mo, Me 


be direction cosines of y, axis and /;, 773,23; be direction cosines of 2, axis. 


* 
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Then we have 


Uy = by Uy + My Uy tn“, 


Uy, = ly Uy + My My + nu, 
Np = ls Uy + Mls Uy + Uy lt, 


As xyz and 47,8, are both rectangular co- 





ordinates, denoting 








ry dv ery : wy Ou, . Ov 
SIE Dye dee and: = 202 2177 I by’ A we. have 
Or ¢ ly 02 ” A x 0 by? 0 2? eet 


Ly => 4v,, 


here v is equal to v, and each stands for a function of xyz or my, 4; 


respectively. 
We have 
du, = Ada, + md, + ndıa,, 
Ira, = LAPU, + 1d Puy, + md, 


du, = APU, + md, + udn, 


because all /, nz, n are considered as constants. 


It follows therefore 


Art, = Pu, + meu, +. n,4u, 


dia, = 1,0U, + mu, + n,du, > (2) 


deu, = 10, + mf, + nzd’u, 


Now let 4! m,' 2,’ be direction cosines of +, axis, 
Lu’ mm) nf be direction cosines of 9, axis, 


and 4’ ms ny' be direction cosines of 2, axis, all referred to xy 4% axes, 
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Te ! / 
then Ur ip Uy. + ie 2. 


ae / / / 
Uy = My U,, + ms Uy, + Ms ut, 





ae ae id / 
u, = My U, + 2 Ny, + N Ut, 
hatsis 
= I / / 
url u,, + if up. + % Woy 
Uy == My! u, + Mel My + my u 
y rt 2.203 3 1 (3) 
U, = My u + My! u +n u 
x na Uy, Soe eae 
here = sind, cosy, my = sind, sing, n! = cos6, 
thf = cosh, cosp, Mg’ = cos, sing, nf = — sind, 
„= — sing, Mel = COS¢, A) 


Putting these values in (3), and noticing 


I be I 0 ER I a*y* 
r OF ve) st rsind 00 (sino 5) sr rsin?d dg?’ 





we can express J’w,, d,,, u, in polar co-ordinates. 


By substituting these values in (2), and taking the following relation 


x 


/, = sind, cosp, m, = sind, sing, 2, ==COsUy 
l, = Cosby cosgy m; = COshy Sing, NM. = sind, 
/; = — sing, IM; = COSYy We 


into account, the expressions 4 U. Jag Uys Ap a, can be transformed from 


rectangular to spherical co-ordinates. 


A Solution of the equation of continuity. 


5. While the drop is falling, all things are symmetrical to the axis of 3, 


the velocity components z,, 21, are therefore functions of 7, # only and v=o. 





* 


Lamb Hydrodynamics, p. 104. 
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Now we put ,=R,0,1,=R,0, where R,and A, are functions of 7 only, 


while 0, and ©, are functions of # only. By making this substitution in the 


























2 Ä f Ou I Ou 2 cos# I Oz 
diffe t ch ER 9 eye RE ee u 
ifferential equation os am FT; an wa Me ‘epee: My + | e 
we get 
aR Re ae, 2 cos# 
— u en 2 = — 9, = 
‘ar ag oes fs N cing ae 
That is 
d ao. cos@ 
Ba 7 Ai N 
dr (FR) ( en ») 
rR; iat 9, 


By differentiating both sides with respect to 7 


a 
ay Rı) 


constant... (1) 
rR, 


We take this constant to be equal to z(z+1) where » denotes a positive 
integer. Then | 
a0, cos# 


meee 9, =o. 
dd: =, sind LEAS a em 





If we expand z, by zona! harmonic series e, 7 


Un Y Rın P, (cos 0) 


r=1 


where AR, is a function of r only, we may put 0, = P,(cos), whence we 


get from the above differential equation 





By substituting these results in (3) of article (4), we get 
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„ = sind cosy R, P,(cos0) + cosd cosy R; = P.,(cos#) | 


uy = sin® sing R, P,(cos#) + cosé sing R; = P, (cos@) 





Sn 
~ 


= cost RX, P,(cos@) — sind R, & P,(cos#) 


z 


6. By means of the relation 





N fc? 0 on OV I ary 
re aig ay Be i EEE 
: r Or alee rsind of Se dg ze rsin’ 09° 


we can express Ju, Au, Au, in terms of 7,6,¢. By substituting these 


values in the equations (2) of article (4) and by the aid of the differential 





equation 
I EIER d 
Fe (sind m) P,(cso6)) + n{n+1) P,(cos0) = 0 


we can easily find 


v2 


2 
Au, = en RI alt 2)+2) + Bonn + 1) }Px(cos6) (1) 











ed 
me ad otk n(n+1)R / 
fy = (CR 2») © pcos) (2) 


(3) 


2 = 
a u,, =O 


First approximate solutions. 


7. As the velocity of the drop is very small, the square or product of 
the velocity components, being of a higher order of infinitesimals, can be 


neglected. Then the fundamental equation of motion becomes‘ 


Be In —O sesso sees sive Hrn ee (1) 
Pt ome a (2) 


L Vg uy — —— 
= 
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N OP," 
BL 1, Fr DR N cvs cc teases ER (3) 
2, ER Sgt te & 





Differentiating (1) by x, (2) by y, and (3) by z,, and by aid of (4) 

















we find 
OD, OD, PAR 
ep une aye a Pe O. 
PD, WA Tine 
ae Be ae GT CE (5) 


where 4, = pP + pge. 

Solution of (5) is 
Zo Joe) in the outer region of the drop 
pı = B,r" P,(cos #) in the inner region of the drop. 


Substituting this value in (1) and by aid of (1) and (2) of article (6) 





1 a’ R tes n+ 1)A,, 
ER) — Haat 1) + 2) + antag 1)=—- et DA Se 6) 
I a? OW 2 Ks ev An, 

os rR) + = n(n+1) ee yar Ce (7) 


By (1) of article (5) we know 


n(n+1) rRy = 4 (ARE CA hier (8) 


These three equations (6) (7) and (8) are compatible with each other 


and we have 
pal n—1 2, (n+ I) A, 
Te a5 Ce % + = yıt2 + 2u(2n— 1)" 


a. D (2—n)A, 


GS ee een NEIN 
‘ (2+1)7"*? 2Zun(2n— 1)r” 
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As these solutions are confined to the outer regions of the drop, C,=o0 
when 7233 7-4 awe: . 


In the inner region of the drop 


Die Data cOs 0) 





y, ; n+1 
R'= Cire t+ a + 1b, 
z ar (2n + 3) 
Ria Ge Den Er 
ee. n (AI 2/1(n+ 1)(22+ 3) 


Here D,,’ must be equal to zero, or the velocity components become 
infinitely large where r=o, 
8. w,' uy! ty, Pi pı are used to represent velocities, coefficient of viscosity, 
pressure, density for inner region, while z,, my, #4, fi, @ are used to repre- 
sent the corresponding quantities for the inner region. 

Boundary conditions are as follows: 
(i) On the surface of the drop, the normal components of velocity are 


ZEIOR me; aT 
u, = 0, u! = Oo where 7 = a. 


(ii) On the surface of the drop, tangential component of velocity is con- 
tinuous; ¢, 2 
Ug = Us Where 7 =a) 


(ii) On the surface of the drop, stress components are continuous; e, z 


On", 
dr 








du, 
r 


2 5 


=— pl + 2/4 








Tour 0 1 OW, 1 Ou! 
u (I - aie + ts) = Ze 06 = RU 37 ) where r=a. 


(iv) In a large distance from the drop, the velocity of the liquid in the 


direction of ¢ axis is v. Therefore 


u, = vcos 


uy = — vsin 0 when + = © 


su 
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From these four conditions, we obtain 


uy = sin 9 
z (r+ 
2 
EEE ae rcos 
(14-41) 
7 








% 2r u 0 zul 
(1+ A) (1+ 1 
PR Ne 
(1+ 3 Hi) A 
Pı = Pr apy te _ 
r+ f 
p 
A) 
en 
and DE = ga us a fi 
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These expressions are the same as those obtained by Rybczynski, and 


when p,=«, they become identical with those of Stokes. 


Second approximate solutions. 


9. If we transform equation (1) of article (2) from rectangular to spherical 


co-ordinates 
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ou, LOL Ir Id? Se 
0 (1, ee el (> = 1) ie, © Fr (rR,) 3 (n(n+1)+2) 











09 
+ Re oy (n+1)) P, (cos#) — Oi ae (1) 
# or 
w(t mcs me Sey 38 
— n(n+1) =) = P, (cos#) — = sea TER Sy (2) 


where 7, = pgr cos O + p. 

~ On the left hand sides of equations (1) and (2) there are squares or 
products of velocity components; so that we may here substitute the values 
we have just found. This involves only spherical harmonics of zero and 


second order. 


A? y ie Ou A Out, 2 Ou, 2 Ou, Oty, 
Ra ss ke eben): ( ae Re ok 


ou, Ou ou, Ou be 1 Ox 3 
Se Rae a that i ( .) (a i aa 
Dad a Ox, 2 07; baat ce ue Or Pr r 00 un r 








+2 


























+ ( cos @ en 1.) + > 0s (- Od, _ =) by the formulae of 
Rare 5 


ar = 
rsin @ On Nr f DU r 
article (3). 


10. As in the inner region of the drop, approximate values of , ond z, are 





u,=— uv k cos 0 (1— 7) 


a 


ED: 2%: 
m= v ksin (1 -&) 


I 
where k= 2( 1+ =) 
L 
We find 
ovr [ 10 28 
Ae p! = Se f m: P.(cos 0)) 
therefore 
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272,4 272,4 
Da EEE (cos 1) + Ps Pes Be Frances) 
3a 


+ 2 











Ou Ou Ou 
. x x x er 12 
From the equation p, (1, 20% + uy, oy; +2, Ae ) Se 








/ 4 
that is 9, (7. et + uy (- 2 7 - u's) = md’, — Was 


we find 





ep) 
/P1& n—l a 7 


4, = — UR CT — 2) P,(cos 0) — eos Pcos 0) +8 (exe 


I St de 
Ir nn) P(cos @). 


and wy =— vk (I— 5) a P(cos 6) — Serkr a z g P(cos 6) 








42 a 

- 2 ies © B. pH Ps 
+2 ie 3 | | 
heat NGS 20, (7+ I)(22+ 3) 2) dd P,, (cos 0) 


11. In the outer region of the drop, the approximate values of f,, z,, wy 


are as follows 


pi = p= SH (cos) 


a a 
u, = v(I- a ky + a P(cos @) 











uy = v(I— nn er hy) “ Pcos 0) 
44) + 
where 4, E andere = . . 
(1+ ie r+ — 
ie in 


The value of 4 2, in the second order of approximation is equal to 
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p av ( ky? 18 a’kıks 4 45 2 
2. : ee 
r P 





pau es 2 ai. 222) Plcos 9) 
te 


Therefore we find 








r* 


é 2 2,4 
A: = Pr an Pı(cos #)— + p av" oe (ae en fr 3kya Se 











Be lak, 1 aa er -) Pcos 0) + > = ae a (cos @) 
n=1 





+ ve Gr ye 
Ott x, OY 5, xy 2 Op 
The equation 0 (tx, ee r Uy, By ar H, Ys mh = 7 A; ul SE and 
IR : 
n(n + 1) KG: = oe + 2k, give 





2 2 
i, =v(1- 4 2%) P(cos 8) + tes G k, + 2 
v 4p v 











Fibs n+1 
4 2thy , a be) P(cos 0) + 3 (2 ae (i) ee ) P(cos 8). 


7? 2u(2n—1)r 
la eae | h ve ( ak, 
ge af 2r =) dd Su 124 au 2r 


DR ar 





Are oe) 4 Pcos 0) + Bs (- 


2r° n=1 





Re =) d P 9 
zun (2n—ı)r") db 0 


12. There are four unknown constants A,, By, Cr, 2, which can be deter- 
mined from boundary conditions. But five equations are derived from 
boundary conditions. In the first approximation we got the velocity of the 
drop in terms of p, 1, P, Pf, a and g 

To make a second approximation we must consider that the shape 


of the drop deviates from the sphere, or there must exist one relation 


between /, /4, P, 01, Which is 
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If this relation does not hold, thé surface of the drop may be re- 
presented by the following equation 


’ 
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ge al 
a pe es 2 
n=2 oe 





P, (cos 6) 


where A, & &c are small quantities in the order of X, 
The origin is the centre of the mass of the drop. 


the coefficient of P,(cos#) may be put zero. 


For this reason 


Boundary conditions. 


13. The normal component of velocity is zero. 





Let AB be the element of the curve 
Sh 
yza+! A P,(cos#) 
n=2 4A 


and / AOB=00, ACLOB OA=r. 
OB Or IRA 








Ge ie ET ER tan a= BC = or ar 
r ; C roo G° 
ig. 2: 


Normal component of velocity w, is equal to w, cosa— Up Sina, 
If the shape of the drop does not deviate much from the sphere, a 


is a small angle, so that cosa must be put epual to unity and sina may 
be put equal to tana. 


a are NS, d N 
tana = al oe er mil P,(cos 4). 


I 
y 





2 Sur 
Therefore the condition z,=o when r=a+ 2 —— 
n—2 2 


E,, P,(cos 6) may 
be given as follows 
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u, — Uy 3ER D,(cös0)=0 when 7=alıt Ss E, Pı(cos @)) 
n—=2 n= 


2 
dd 


As z, and z, are both small quantities of first order in v, if we take 
into account the effect of the deviation from. the sphere, the order of -v* 


comes into account. The condition may be merely 
umso wilen 2=d: 


We obtain the following quantities by putting the coefficients of 
P(cos @), P{cos #) &c separately equal to zero. 











n By, 


Ot Salant 3) — 


O seen (a3) % = 3,45 &c 


These are for the inner region of the drop. 


The next are for the outer region of the drop. 











Hy 8 
iz OU” a NS A ec ete (2. 1) 
a ( 5 4) 
Digit een POE fA a eet mee 
ge RN (14-2) 
| | p 
D,, + aren = Ox) u ce (6. 3) n=3,4,5 &c : 


14. The tangential component of the velocity is continuous. The tan- 
gential component of velocity x, is equal to x, cosa+ x, sina. 
Neglecting small quantities of the third order in v, this condition may be 


written 
Uy — Uy’ = O when 7 = a. 
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We get three kinds of relations. 











en ee mn (5 e ER nad I 
an 77 a 1 5 (e. 1) 
Se + a (Ar) ee (c. 2) 
42/4 2 3 er Le Au 
(n~2) A, (u+3) B, & LN A 
; 2um es 2p, (n+ 1)(22+ 3) 3 igs OT eines 


a I 5.3 The stress components are continuous ; 
EN, Las Ay see the six stress components*, 


Ou 


: X,=—-p+ 2-2 u Tie m J aM la 


02 


Se Ou Ou a Ou. ou. ve Ou Ou ) 
y — = a) Ye oe a Salut, IE — fr) ; 
s ( yw Oe 2 N ot az ) ande Ox oy 











The axis x, is a normal 
ofthe sphere 7==7,.. The 
axis y, is a normal of 
the cone 0=4#, and the 


axis 2, is a normal of a 


plane d=9.. 





ANA 


* Wien Hydrodynamik page 14. 


r sin @ 
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mee Out, 17 Ou, “) 
= uae ag oe) 























OX 3s xe ip f rs (ae > 0 Ou bs x) 
Ox, OW, a 0 ae PA, p En + u al 7 ors ad 277 ar 4 Oz, 
Ove oy. du 0 7 ) 
1 ae) oh 7 = p{_F1 } 1 _ IA _ 1 
Ox Oy, % PR eee ee dt xg 0 "5 yy Oy, ur, 05, 
OZ 4 0Z,,, OZ, i e Ou, du, Ou z du a) 
de Oy, + Om re, 0 


From the above fundamental equations we may derive the conditions 
for a boundary surface in which x,=x, (a constant). 

Assume that the stress components and the velocity components do 
not vary much in the direction of y, and z,. Integrate above equations 


from 2,—e to x+e with respect to 2, ¢ being a small quantity. 


4 OXY, OX, 
bees =xy+e rf Ba he | Oy, os i PX). ua 








Xyte xo+e 
17 Ou Be. Od, 
Sen an, OH cua) P(%, ae + ty, G3) aX, 
Ku—& Xym-e 
O1, ee : 
ae may be large, but z, is a small quantity in the neighbourhood 


+ 
of +,=+, and considering the limit of the integration is small, the con- 
dition is 

(for the outer region of the sphere) 


— x, (for the inner region of the sphere) 


Similarly integrating other equations we get 
Ne a and Zee, 


= ’ ’ 
Here X, Y„Z,, are stress components for the outer region and X 


Z', are those for the inner region. 
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(i) By equating Y,,(=4,,) and VY’, (=4",,) we find 











3B, 
—— — ==, O santa nares d. 
S31 —3D,= 0 (a. 1) 
A, 8B: th. 8D; v (ee p ta 33 4) 
ET Ta ae - wee) pial 24 nn, 0222) 
“ 
m2 1)(27+1) A, ei unt 2)B,, fe 2(2— 1) fc 
n(zn—ı) u (rn + 1)(22+ 3) nt 7 
2:2) / five 3 
a) = Owen (d. 3) As 3 A, CLC: 


(i) In comparing N, we shall take account of the effect of the surface 


tension. If 7 be tension per unit length z= = +) is an additional 
r 2 


1 
stress per unit area, where 7,,7, denote the aa radii of un As 





the equation for the surface is 


n=2 





ae =(: +s (a= (n+ 1) 5 Joe ae to the order of v. 
N na 2 


n=2 


Putting this into the equation 





> I Tigers 
rae r(+ + =) =X", 
we get 


Ou’. 


0 
tr = — pl + p.gr P(cos 9) + a 


or 


+ Ae +8 CHF?) FP (cos 0)) 


a n=2 


—pit ogr P(cos#) + 2u 








when ~=a(t+ N E„P,(<os @)) 


In the above equality we assume that ZA, A, &c are not in the order 
of uv. If p,=p, then v is zero and Z,, EF, &c will become zero. We assume 
that v, 3, A, &c are in the order of p,—p. Then the above equation of 


condition becomes 
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Ov pv 2 1. AA 
PD ae a 5 
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He te 

















| (1+ 3 2) 
+ A (c0s0) | ag (m~p) — 342 ~__=£ | 
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\ PLA, 
( (1- a ] 
SE 
be CONS (3 Aa) 
+ | eg(f-P)+ r (4 i) Nepean E12, (ec) 
zw) S 
-Sögam) 
v M4 ps 
ey pu }40-+ 228-414 177( 41) | 
+ PB; (cos 0) arte + i : ‘a 
een” aloo 
[L L 
+7 (2 + 3 ur Dar ) E, P.(eos6)) 


5 i. RS n (n+1) yt 
+E noon at n(n e+ ae 





n(n+ Uy 4) =i 
+ = P(cos 6) (21 (n+2) D, + Gre 1 | O. 


If 3,5% &c are in the order of py—p or v then 


oh 
2 





$ BIN?) 1. p.(c0s 0) + P,(cos 0) | ag(.—p)— Wr 


2 (+4) 
7 


must be equal to zero. 


If this equation holds, 4, A; &c are zero and 


(: + Sb an 
3" 524 P 
4 (1+ #) 





ag (17 P) = 


On the Shape of the.nearly spherical Drop. 199- 








: For this reason, Z, &,-&c must be in the order of v2 and we get 
be 
the following relations 
i pw aha ae ah 
; — Poth — : yu Re 7 
. 23( 1+ ) (1+ ) 
Le 
J a = TOT (e. 1) 





? BLN; — _- IN, wacs setae (a! 
SINN p) a (1+ 4) ( ) 
L 
RE Gi) kun. (e. 3) 
342 _ Fn gh gp, + A472 
fe ree fe a 


fee PN 0008 HH (2) 
SEN LE 40+ 228 i te 1.77 5 
pt (144) 
7 
(2? + 3u—1) 4 (n?—n—3)B 
Bar) a (2u+ 3) pf 
Z — 
er on. (e. 5) 








"+ 2(n-1) f Cen 2: (tae el), 


From equations (a. 1) (6.1) (ec. 1) (a. 1) (e. 3) we get 
Ne B-0.6=0 D=o. 
From (a. 3) (0.3) (e.3) (d.3) (e.5) 
0 20,6,=0.D=05=0 MR AN LORKSCH 
Equations (a. 2) (4.2) (c. 2) (d. 2) give 


2 
or 135( 4) ale 28 
f 7 lL 


A=— m 3 
40 (1+) 
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2 a ea Pı i 
5 vy —s12|—) +23 —— +10 
ie pits = & 5 ike ise 
= 2 3 
4(1 +4) 80 (: +2) 
io f 


2 2 
G= frz (4) +23 4 +10| 
4) p p 
UL 


2 Pı 
BR ie }15( 4) Doguan rah. 
80 u (1 + A) ia fü 
Substituting A,, B,, Co, D; in (e. 4) 
oe je(1 4H) - of (4) +82( BY + 22 B42) 
3 A ZON A 5 VE 302 9 


by roan ae ai 
167 (1 + =) 
p 
According as £,>0 or 3<o the figure of the drop is as Fig. 4 or 


Fig. 5. 
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Fig. 4. 
The present investigation may be summarised in the following words. 
If we take the order of v into account, the shape of the drop is no 


more spherical, except when a special relation exists between ;,o and 
Fi, but becomes a prolate or an oblate ellipsoid of revolution according as 
UL 
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& (144) =, je + BID a 2 (Ar (2)\ 
3 he I OR 5 \- 20 \ 
is greater or less than zero. 


In conclusion, I must express my hearty thanks to Professor K. Aichi 


for his valuable suggestions in the course of the present investigation. 
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Die Thermomagnetischen Eigenschaften 
des Eisens und der Stähle. 


VON 


KörTAarö Honpa unp HıRoMU Takaci. 





Hierzu Taf. I—VI. 





I. Vor einem Jahre haben wir die magnetische Umwandlung des Eisens 
und der Stähle von verschiedener Kohlenstoffkonzentration bei höheren 
Temperaturen untersucht. Die damaligen wichtigen Resultate sind 1) 
dass die Magnetisierung bei dem eutektischen Punkt sich diskontinuierlich 
ändert, und diese Änderung mit eutektischer. Menge zunimmt, 2),dass man 
für alle untersuchten Stähle die Restmagnetisierung oberhalb der eutek- 
tischen Temperatur noch bis auf ca. 780°—800° beobachtet und diese Mag- 
netisierung mit zunehmender eutektischen Menge abnimmt. Neulich hat 
einer von uns” die diskontinuierliche Änderung der Magnetisierung bei 
der eutektischen Temperatur unter verschiedener Magnetisierungsfeldstärke 
untersucht und das obige Resultat wieder konstatiert. Die Tatsache, 
dass man für kohlenstoffreiche Stähle kleine Ferromagnetisierung bis 
auf ca. 780° beobachten kann, ist besonders wichtig; weil dann 
der Ferromagnetismus im a- sowohl als auch im y- Zustande vor- 
handen sein muss, und dies der metallographisch allgemein anerkannten 
Annahme, dass 7-Zustand vollständig paramagnetisch ist, entgegen steht. 
Bei unserer früheren Arbeit war aber das Bestreben meistens auf die dis- 
kontinuierliche Magnetisierungsänderung bei der eutektischen Umwandlung 
und der damit verbundenen Wärmeerscheinung gelegt, und die Temperatur, 


bei der die Restmagnetisierung bei der Erhitzung vollständig verschwindet, 


oder bei der Abkühlung auftritt, war nicht ganz genau festgestellt. Der 


(1) K. Honda u. H. Takagi, Sci. Rep. 1, p. 207, 1912. 
(2) K. Honda, Sci. Rep. 2, p. 81, 1913. 
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Zweck vorliegender Arbeit ist es, diese Temperatur möglichst genau anzu- 
geben. 

Voriges Jahr hat S. W. J. Smith‘ eine Arbeit veröffentlicht, in das 

gezeigt wurde, dass im Stahl mit 0,85% C die Magnetisierung bei ca. 
210° ein zeitweiliges Maximum erreicht, und dass dieses Maximum der 
Umwandlung des Eisencarbids zuzuschreiben ist. Da. unsere bisherige 
magnetische Untersuchung mit unseren Stählen immer oberhalb dieser 
Temperatur angestellt worden war, wurde diese interessante Entdeckung 
diesmal für diese Stähle ausgeführt. 
2. Die Versuchsanordnung war dieselbe, die wir schon bei unseren früheren 
Arbeiten‘ benutzt haben. In diesem Falle wurde die Entfernung zwischen 
dem Magnetometer und den Spulen beträchtlich vergrössert, so dass der 
Abstand des Mittelpunkts der Magnetisierungsspule vom Magnetometer 
75,05 cm betrag. Für unseren Zweck war dies natürlich notwendig. Der 
Scalenabstand war 254,9 cm. Die Kompensation der Spulenwirkung auf 
das Magnetometer bei gewöhnlicher Temperatur so wie auch bei höheren 
Temperaturen wurde genau ausgeführt. Der Erhitzungsstrom übte keine 
Wirkung auf das Magnetometer. Die bekannte sehr kleine Magnetisier- 
barkeit des Asbestos, das in der Erhitzungsspule für Isolierung benutzt 
wurde, ist natürlich berücksichtigt worden. | 

Da die Magnetisierungsintensität unserer Stähle, die uns F. Krupp in 
sehr freundlicher Weise geschickt hat, und die schon von vieler Seiten hier 
untersucht wurden, noch nicht genau gemessen worden ist, so haben wir 
sie bei dieser Gelegenheit gemessen. Diese Stähle wurden alle in einem 
Zylinder von ca. 7,5 cm Länge und 5,4 mm Dicke untergebracht. Nach- 
dem die Kompensation der Spulenwirkung auf das Magnetometer genau 
ausgeführt worden war, wurde das Probestück im die Mitte der Magneti- 
sierungsspule und in ihre axiale Linie gelegt. Die Magnetisierung wurde 
dann wie gewöhnlich gemessen. 

Die Ablenkung » des Magnetometers wurde durch die folgende For- 


mel zur absoluten Einheit der Magnetisierung I zurückgeführt: 


(1) Smith, Pro. Phy. Soc. London, 25, p. 77, 1912. 
(2) K. Honda u.. H. Takagi, Sci. Rep. Lc. K. Honda, Sci. Rep., l.c. 
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7 nha? 
avD(1+ Bl, ) 
310% il-d; 


wo A die horizontale Komponente des erdmagnetischen Feldes, 0,2888, d 
den Abstand des Magnetpols von dem Mittelpunkte des Probestückes, / 
die Länge des Probestückes, V das Volum und D den Scalenabstand be- 
deuten. 2 wurde wie gewöhnlich für die Tangente korrigiert. Das innere 


Feld 7 wurde durch die Formel FA=H,—-IN aus dem äusseren Felde Ef, 


und dem Entmagnetisierungsfaktor VV berechnet. Die Zimmertemperatur war 


durchschnittlich 20°. Die folgenden Tabellen enthalten unser Resultat :— 
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Reines Eisen Stahl 0,14% C Stahl 0,18% C 
1=7,50; 2r=0,541 1=7,49; 2r=0,542 1=7,507 ; 21 =0,542 
ViE=15 30 V =1,728 V=1482 
H I H I H I 

1,21 29,2 0,28 13,9 0,70 13,8 
1,45 65,1 1,06 30,0 1,40 27,6 
2,52 95,3 2,00 60,8 1,93 59,9 
4,13 212 4,65 207 4,94 205 | 
4,50 251 6,25 334 5,37 243 
6,80 408 7,50 400 6,95 330 
10,4 563 10,9 556 8,20 395 
11,4 627 12,4 616 102 489 
13,3 690 14,1 680 11,9 545 
15,0 756 15,8 745 14,8 667 
18,0 853 19,2 839 20,4 823 
24,6 954 26,2 936 28,4 920 
38,7 1037 39,3 1025 41,2 1011 
58,0 1109 58,5 1103 59,5 1086 
85,5 1174 92,5 1171 85,8 1160 
120 1232 119 1239 120 1223 
164 1299 166 1309 166 1294 
218 1368 221 1372 224 1359 
282 1426 285 1427 288 1416 
304 1446 303 1443 306 1429 
329 1465 327 1462 330 1446 
Oo 150 o 131 oO 180 
— 2,00 oO —6,1 fo) —44 fe) 
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Stahl 0,31% C 


1=7,507; 2r=0,540 


Stahl 0,44% C 





1=7,50; 2r=0,542 


Stahl 0,5635 C 


1=7,50; 2r=0,540 























V=1,720 V=1,732 Wien 720 
H I H I H I 
1,24 10,1 1,26 10,0 1,26 10,1 
1,77 25,5 39 22,3 1,97 24,0 
2,97 54,9 3,72 49,2 3,18 53,4 
5,78 139 6,50 131 5,38 152 
6,62 234 7:95 181 6,36 183 
9,97 386 9,71 214 7,78 222 
10,8 430 14,2 356 9,54 272 
11,8 479 15,9 397 11,0 340 
14,0 534 17,8 443 11,9 379 
15,7 593 20,0 497 13,9 Ars 
18,1 652 25,5 609 15,4 464 
24,5 802 28,6 666 20,1 578 
32,4 895 33,2 746 24,3 632 
45,3 984 41,9 835 28,5 713 
63,6 1065 55,1 932 47,0 894 
90,0 1139 743 1013 64,8 985 
126 1211 IOI 1090 91,2 1069 
169 1269 135 1157 122 1143 
225 1330 175 1223 oy 1215 
285 285 246 1284 238 1283 
309 309 316 1330 311 1350 
333 333 344 1354 344 1364 
oO 236 fe) 185 fe) 180 
— 3,6 fe} — 4,0 ° —2,3 fo) 
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Stahl 0,64% C 


l=7,50; 2r=0,542 


Stahl 0,75% C 





1=7,50; 2r=0,540 


Stahl 0,80% C 


1=7,507; 2r=0,541 


























V =1;727 Vics 772 V=1727 
H I H I H I 
1,60 737 1,36 9,4 1,48 8,5 
2,20 22,8 2,06 23,4 4,95 40,8 
3,86 48,4 3,71 49,2 5,76 53,9 
4,69 65,4 4,69 61,7 8,25 139 
6,64 146 7,63 140 8,35 172 
7,30 179 10,4 207 9,04 211 
8,84 218 13,9 323 11,10 258 
9,89 267 16,6 402 13,1 328 
14,4 420 18,6 449 14,6 366 
16,1 468 20,9 501 17,4 456 
19,8 523 23,7 561 19,0 509 
22,8 651 26,9 625 25,3 631 
28,6 733 31,9 708 30,5 711 
35,3 822 38,1 798 37,7 798 
46,8 914 49,4 895 58,8 893 
64,3 1002 65,9 988 65,0 983 
91,2 1083 91,5 1074 90,1 1067 
125 1156 125 1145 126,0 1137 
173 1226 171 1215 173,6 1208 
237 1294 232 1282 234 1274 
309 1352 306 1338 306 1329 
342 1375 344 1364 345 1354 
fe) 400 Ce) 460 fe) 490 
5 o — 10,8 fo) —12,0 o 











Die Thermomagnetischen Eigenschaften des Eisens und der Stähle. 209 


















































- Stahl 0,94% C Stahl 1,02% C Stahl 1,30% C 
1=7,50; :2r=0,542 2r=0,541 L751 22 O. SAO 
M55 7.20 Viet 25 1,770 
H ii i I H A 
' 1,26 10,0 1,34 9,3 1,48 8,5 
; 2,84 18,5 Dar 39,4 2,51 20,2 
5,36 37,8 6,53 48,7 4,62 43,3 
{ 6,63 47,8 9,59 126 5,74 543 
: I1,I 115 10,7 156 9,39 123 
12,3 144 11,7 195 10,9 155 
14,0 180 13,5 243 12,2 191 
15,6 226 15,8 310 13,5 237 
18,0 292 16,8 348 16,1 304 
20,9 370 18,4 387 17,7 "342 
233 416 21,8 487 20,1 375 
25,6 461 24,4 548 22,4 479 
. 2753 524 2757 612 25,3 538 
; 29,0 595 31,9 696 28,2 602 
. 39,0 773 39,6 784 33,7 681 
53,0 866 52,5 874 42,5 762 
66,7 949 70,7 954 5555 842 
92,6 1023 99,5 1029 105 977 
128 1090 137 1095 143 1038 
177 1157 107,3 1157 194 1097 
245 1215 254 1219 258 1153 
309 1268 334 1272 339 1203 
329 1282 340 1278 350 1214 
| 352 1298 355 1289 365 1221 
oO 440 fo) 480 oO 410 
—13,5 o —9,5 o — 8,2 o 
ees eowees 1 FE EHE EEE EEE 
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Stahl 1,50% C Stahl 1,50% C Stahl 1,50% C 
1=7,507 ; 2r=0,540 1=7,507 ; 2r=0,540 1=7,507; 2r=0,540 
7723 | V=1,723 V=1,723 
H I H I H I 
3 ee: ir 
1,59 77 20,6 | 378 102 995 
2,75 18,5 21,4 | 425 139 1057 
472 42,5 238 477 187 1116 
5,89 A333 25,8 537 249 1177 
10,0 123 | 30,1 | 600 318 1225 
11,5 151 > 34a 681 341 1237 
14,8 233 42,2 | 765 360 1250 
16,9 302 55,0 849 ° 495 
18,3 337 73,6 925 — 12,0 fe) 

















In den obigen Tabellen sind /,27 und V bezw. die Lange (cm), der 
Durchmesser (cm) und das Volum (c.cm) des zu untersuchenden Probe- 
stiickes. 

Die Magnetisiernngskurven des Eisens und der Stähle haben alle den 
normalen Verlauf. Die Beziehung zwischen der Magnetisierung unter 
konstanter Feldstarke und der Kohlenstoffkonzentration ist in Fig. I an- 
gegeben. Die Kurven in schwachen Feldern sind nicht einfach; mit 
steigender Feldstarke wird die Schwankung der Kurven immer weniger 
ausgepragt werden, und beim Sattigungswert der Magnetisierung wurden 
die Kurven mit steigendem Kohlenstoffgehalt allmahlich abnehmen. 

Um die kleine Schwankung der Kurven zu erklären, ist es nötig, dass 
man die anderen Verunreinigungen ausser dem Kohlenstoff inbetracht zieht. 


Die chemische Analyse unserer Stähle wird hier wieder angegeben :— 
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ne C in % Si in % Mn in % Pin % S in % Cu in % 
A420 0,14 0,31 0,39 0,015 0,030 0,10 
A A]: 0,18 0,10 0,34. 0,051 0,044 0,10 
AERO]: 0,31 0,23 0,65 0,013 0,028 0,13 
A, 8 J. 0,44 0,34 0,67 0,043 0,043 0,09 
Aer. @, 0,56 0,18 0,30 0,016 0,034 0,09 
Areal 2aP, 0,64. 0,06 0,27 0,010 0,028 0,09 
APIS, 0,75 0,10 0,35 0,010 0,018 0,07 
Jee toy Age 0,80 0,10 0,30 0,012 0,016 0,08 
ws ESE 0,94. 0,13 0,35 0,016 0,018 0,08 
A. 26 P. 1,02 0,08 0,36 0,013 0,014 0,05 
A. 26 P. 1,30 0,08 0,40 0,046 0,018 0,06 
Aw aszO!, bs 1,50 0,05 0,36 0,020 0,020 0,05 
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Die Menge des Phosphors und des Schwefels ist sehr klein, so dass ihre 
Wirkung auf die Magnetisierung auch sehr klein sein muss. Von ‚Kupfer ist 
in allen Stahlen annährend gleichviel enthalten, mit Ausnahme von den 
drei letzten Stählen, bei denen das Kupfer im Vergleich mit dem Kohlen- 
stoffgehalt sehr wenig vorkommt. Dieses: Metall übt daher kaum einen 


Einfluss auf die verhältnismässige Magnetisierung verschiedener Stähle, 


-Von beiden andern Elementen Mangan und Sillicium ist in den Stählen 


ziemlich viel enthalten. In Fig. 2, die die zwei Kurven des Prozentgehalts 
vom Mangan und Sillicium in Bezug auf den Kohlenstoffgehalt angeben, 
laufen beide Kurven mit einander parallel. Vergleicht man diese Kurven 
mit denjenigen in Fig. 1, so sieht man sofort einen analogen Verlauf der 
Kurven. Es ist daher sehr wahrscheinlich, dass die kleine Schwankung 
der Kurven I-Kohlenstoffkonzentration, insbesondere in schwachen Feldern, 
den Verunreinigungen des Mangans und des Silliciums zuzuschreiben ist, 
und dass bei reinen Stählen die Magnetisierung mit zunehmendem Kohlen- 
stoffgehalt allmählich abnimmt. Dieses Resultat stimmt mit demjenigen 
von Benedicks" überein. 

In der obigen Tabelle sind auch der Remanentenmagnetismus und 


die koerzive Kraft für jeden Stahl angegeben. Die Beziehungen dieser 





(1) C. Benedicks, These pour le doctorat, p. 135, 1904, Uppsala. 
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Grössen zur Kohlenstoffkonzentration sind nicht einfach; man kann aber 
sofort sehen, dass die beiden Grössen für die Stähle von kleinerer Konzen- 
tration als 0,56% C bedeutend kleiner sind als diejenigen für die übrigen 
Stähle. 

3. Für die Untersuchung der thermomagnetischen Eigenschaften der Stähle 
wurde das Probestück an einem Ende des Zylinders durchbohrt, um eine 
Lotstelle des Thermoelements aufnehmen zu können. Das Loch war I 
cm lang und 1,5 mm dick. Das Probestück wurde mit einem Thermo- 
element in ein Porzellanrohr gelegt, und das ganze wurde wieder in ein 
Kupferheizrohr, innerhalb dessen die Temperatur über 13 cm lang gleich- 
mässig war und welches in der Magnetisierungsspule lag, geschoben. Das 
Thermoelement wurde durch die Schmeltzpunkte reiner Metallen wie ge- 
wöhnlich geeicht. 

Zuerst wurde die Wirkung der Temperatur auf die Magnetisierung 
zwischen ca. 20°—250° untersucht. Der Magnetisierungsstrom wurde 
konstant gehalten, die Temperatur zwischen diesen Grenzen variiert und 
die den verschiedenen Temperaturen entsprechende Magnetisierung wurde 
dann sowohl beim Erhitzen wie auch beim Abkühlen gemessen. Die aus- 
sere Feldstärke war immer 101,4 Gauss; da aber die Magnetisierbarkeit 
für verschiedene Stähle sowie auch ihre Dimensionen nicht alle gleich sind, 
so ist die innere Feldstärke nicht bei allen gleich. Alle Stähle wurden 
vorher einmal über den magnetischen Umwandlungspunkt erhitzt und lang- 
sam abgekühlt. ; 

In Fig. 3—ı1 sind unsere Resultate angegeben. Die Ordinaten sind 
die Magnetisierungsintensität und die Abcissae die Temperatur des Probe- 
stückes. Die innere Feldstärke H ist jeder Kurve beigeschrieben. Die 
Magnetisierung der Stähle nimmt bei der Erhitzung von Zimmertemperatur 
bis ca. 170° zu; nach der Erreichung eines Maximums nimmt sie wieder 
ab. Oberhalb 250° verläuft die Magnetisierungs-Temperaturkurve (I-t) 
ganz normal. Beim Abkühlen beginnt die Magnetisierung, bei jener 
Temperatur von 250° zuzunehmen. Unter 120° ist die Zunahme der 
Magnetisierung sehr gering, und die I—t Kurve inbezug auf die Tem- 


peratur ist nicht reversibel. Bei der nochmaligen Erhitzung und Abküh- 


a 
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lung erfolgt die Magnetisierungsänderung fast reversibel. Wenn man aber 
das abgekühlte Probestück einmal entmagnetisiert und dann wieder mag- 
netisiert, so fällt die I-t Kurve mit derjenigen bei der erstmaligen Erhitz- 
ung fast zusammen. Der hohe Wert der Magnetisierbarkeit nach der 
Abkühlung unter Einwirkung der magnetischen Kraft ist daher wahrschein- 
lich dem labilen Zustande der molekularen Magnetchen zuzuschreiben. 
Die Magnetisierungsänderung zwischen 20°—250° nimmt mit steigendem 
Kohlenstoffgehalt zu, erreicht ein Maximum und nimmt dann ein wenig 
ab. Wenn wir auch für die Untersuchung der oben genannten Wirkung 
das äussere feld konstant gehalten haben, so doch sind die inneren Felder 
wegen der oben erwähnten Umstände beträchtlich von einander verschieden, 
wie es in den Figuren angegeben ist. Man kann daher die Magnetisier- 
ungsanderung öl verschiedener Stähle nicht mit einander vergleichen, 
wohl aber ist dI/I zu vergleichen. Die ÖI/I — Kohlenstoffkonzen- 
trationskurve steigt mit zunehmender Konzentration schnell, erreicht ein 
Maximum bei ca. 0,8% C, und dann sinkt sie wieder. Dass die 
Magnetisierungsänderung mit steigender Konzentration zunimmt, spricht 
zugünsten der Meinung Smith’s; aber die. Existenz des Maximums bei 
ca. eutektischer Konzentration ist von diesem Standpunkte schwer zu 
erklären. 

Für denselben Stahl nimmt die Magnetisierungsanderung in dem be- 
treffenden Temperaturintervall mit zunehmender Feldstärke zu. Bei rei- 
nem Eisen war diese Magnetisierungsänderung nicht zu beobachten. 

Wir haben auch einen Versuch mit dem Stahle 1,30% C ausgeführt, 
um zu sehen, ob es bei der oben genannten Änderung der Magneti- 
sierung eine Wärmeerscheinung gibt. Die Versuchsanordnung war die- 
selbe, die einer’ von uns für die Untersuchung der magnetischen Um- 
wandlung und der damit verbundenen Wärmeerscheinung benutzt hatte. 
Eine merkliche Wärmeerscheinung wurde weder bei der Erhitzung, noch 
auch bei der Abkühlung beobachtet ; eine weitere Untersuchung wird 


fortgesetzt werden. 





(1) K. Honda, Sci Rep. 2, p. 76. 
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4. Die Wirkung der Temperatur auf die Magnetisierbarkeit des Eisens und 
des Stahles bei der magnetischen Umwandlung wurde dann untersucht. 
In der oben erwähnten Arbeit" wurde die Frage schon untersucht, wie die 
Wirkung der Temperatur auf die Magnetisierung sich mit der Feldstarke — 
andert. Es ist daher nur notig mit einer massigen Feldstarke den Versuch 
auszuführen. Die äussere Feldstarke war für alle Probestücke 101,4 Gauss. 

In einem Versuch haben wir einen nicht ferromagnetischen Kupfer- 
zylinder in derselber Weise wie die Stahlzylinder untersucht, um zu sehen, 
ob eine Nullpunktverschiebung des Magnetometers bei höheren Tempera- 
turen stattfindet. Doch gab es keine merkliche Verschiebung des Null- 
punkts zu beobachten. 

In Fig. 12—24 sind unsere Resultate der alle 10 Sekunden ausge- 
führten gleichzeitigen Beobachtungen der Magnetisierung und der Tempe- 
ratur für reines Eisen und zwölf Stähle angegeben. Die Ordinaten sind ein-. 
mal die Magnetisierung und einmal die Zeit; die Abzissae sind immer die 
Temperatur. Unterhalb jeder Figur ist der letzte Teil der Kurve in einem 
fünfmal so grossen Maassstabe gezeichnet, um die Temperaturgrenze des 
Ferromagnetismus genau zu bestimmen. Jeder Figur sind ein Maassstab 
für die Magnetisierungsintensitat und der 1 cm der Scalenablenkung ent- 
sprechende Wert der Magnetisierung beigefügt, so dass man nach den 
Kurven annährend den absoluten Wert der Magnetisierung schätzen kann. 

Fig. 12 bezieht sich auf reines Eisen. Oberhalb ca. 720° liegt die 
I—t Kurve beim Erhitzen immer etwas höher als die beim Abkühlen ; doch 
sind die Temperaturen (ca. 810°) bei denen die Ferromagnetisierung ver- 
schwindet oder auftritt, mit einander gleich. Die Erhitzungs- oder Abkühl- 
ungskurve zeigt keinen merklichen Knick in dem beobachteten Tempera- 
turintervall. Bei der vorliegenden Messmethode ist die Wärmeerscheinung 
bei der magnetischen Umwandlung zu schwach, um beobachtet zu werden. 

In Fig. 13—24 sind die Resultate für die Stähle von verschiedener 
Konzentration angegeben. Die Kurven sind in derselber Weise wie beim 


Eisen gezeichnet. Die I—t Kurven bei der Erhitzung liegen höher als 





(1) K. Honda, Sci. Rep., 1. c. 
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diejenige bei der Abkühlung. Die Magnetisierung erleidet bei der eutek- 
tischen Temperatur eine diskontinuierliche Änderung. Der Betrag dieser 
Änderung nimmt mit zunehmender eutektischen Menge zu, so dass sich 
bei den kohlenstoffreichen Stählen ein grosser Teil der Magnetisierung bei 
der eutektischen Umwandlung diskontinuierlich ändert. Auf der Abkühl- 
ungs- oder Erhitzungskurve beobachtet man einen entsprechenden eutekti- 
schen Haltepunkt. Die eutektische Temperatur beim Erhitzen ist um ca. 
25°—60° höher als die beim Abkühlen. Die Temperatur der verschwin- 
denden Ferromagnetisierung bei der Erhitzung ist für alle Stähle fast die- 
selbe wie die der bei der Abkühlung auftretenden Ferromagnetisierung. 
Die folgende Tabelle enthält diese nach den Figuren geschätzten Tempe- 


raturen für reines Eisen und Stähle: 
> . SEE SR SEELE re 





C% a. 0,14 0,18 0,31 0,44 0,56 0,64 
t 8100 800° 798° 794° 792° 790° 790° 








Wie man sieht, nimmt die Temperatur von reinem Eisen an mit 


steigender Kohlenstoffkonzentration zuerst ein wenig ab und dann bleibt 
sie annährend konstant. | 

Bei den kohlenstoffreicheren Stählen als 0,94% C beobachtet man, 
dass die Magnetisierung unterhalb der eutektischen Temperatur bei der 
Abkühlung grösser ist als bei der Erhitzung. Wenn die kohlenstoffreichen 
Stähle einmal weit über die magnetischen Umwandlungstemperatur erhitzt 
sind, wird ihre Magnetisierbarkeit bei gewöhnlicher Temperatur beträchtlich 
verkleinert. Erhitzt man sie wieder ein wenig über die Umwandlungs- 
temperatur, so wird die Magnetisierbarkeit bei der Abkühlung unterhalb der 
eutektischen Temperatur beträchtlich stärker vergrössert als die bei der 
letztmaligen Erhitzung, so dass die Magnetisierbarkeit bei gewöhnlicher 
Temperatur einen annährend anfänglichen Wert annimmt. Bei den kohlen- 


stoffarmen Stählen sind die oben erwähnten Erscheinungen sehr klein. 
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Unsere früheren Resultate” sind durch die vorliegende Arbeit besta- 


tigt, aus welcher folgendes zu entnehmen ist: 


I. 


Zusammenfassung : 


Zwischen 20°—240° findet für alle Stähle eine Magnetisierungsänder- 
ung statt, die mit steigender Kohlenstoffkonzentration zunimmt. 

Bei der eutektischen Temperatur von Ferrite und Cementit ändert sich 
die Magnetisierung diskontinuierlich. Diese Änderung nimmt mit eu- 
tektischer Menge zu. 

Die obere Temperaturgrenze der Ferromagnetisierung ist für alle Stähle 
annährend konstant. Die Ferromagnetisierung ist daher nicht nur 
eine Eigenschaft des a- Zustands, sondern auch die des i- -Zustands für 


die kohlenstoffreichen Stähle. 





(1) K. Honda u. H. Takagi, Sci. Rep. 1 c. K. Honda, Sci. Rep., 1. c 
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Einige Bemerkungen zur Variationsrechnung. 


VON 


TADAHIKO KUBOTA. 





Das Variationsproblem 


x2 
f FH II, gy de © 
ay 
für die Kurven mit den festen Grenzpunkten A(%, 7), Paz, 72) und mit 
den festen Tangenten in den Punkten A und A, kann man in bekannter 
Weise auf das folgende Mayersche Problem reduzieren. 
Es seien zwei Punkte 2, (#4, 91,9), Pr (4s, Hes Vo!) im Raume gegeben. 


Man soll eine durch A, A gehende Raumkurve, die der Differentialgleichung 


y=3 


genügt und den extremalen Wert für das Integral 


xy ; 
f f@n22) ax 
x 

. liefert, finden. 

Aber dieses Mayersche Problem ist etwas verschieden von dem vorge- 
legten Problem ; im zweiten Problem müssen nämlich die zulässigen Varia- 
tionen dy, ds=4y' in den absoluten Beträgen hinreichend klein bleiben, wäh- 
rend im ersten Problem nur 4y im absoluten Betrag hinreichend klein zu 
sein braucht. Zuerst möchte ich einige Beispiele zeigen, in denen die erste 
Variation verschwindet, die zweite Variation immer positiv bleibt und die 
Mayersche Bedingung erfüllt ist, und in denen trotzdem die Funktion kein 


Minimum für das Integral liefert. 





(1) Bolza, Variationsrechnung, pp. 572-651. 
Zermelo, Dissertation, Berlin 1894. 
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x2 
T= [a-eyy"+ yd m<a<a 
v1 


Man soll das Minimum des Integrals / unter den Bedingungen 


y (#2) =O, Jj (72) —0, 
WX) =O, Se Ee) 
diskutieren. 


Wir denken uns die Funktion 


und berechnen fur diese Funktion die erste und zweite Variation 


3 
Bl ef {2(4—a)'n"y" + 3.7°7'} dx =0, 
HY 


x2 


Oje f Kr ay! + yy} de 


x] 


Deshalb verschwindet die erste Variation für y=o und die zweite Varia- 
tion ist immer positiv. Man kann auch leicht zeigen, dass die Weier- 
strasssche © Funktion für das entsprechende Mayersche Problem immer 
positiv ist. 

Nun wollen wir jetzt beweisen dass y=o kein Minimum für das 
Integral liefert. Es ist hinreichend zu zeigen, dass das Integral für 
eine zulässige variierte Kurve einen negativen Wert annehmen kann. Zu 
diesem Zwecke wollen wir eine zulässige variierte Kurve y folgendermass- 


en definieren : 


ae War haar) für a- hSı<Sa, 


Einige Bemerkungen zur Variationsrechnung. 


ae 


er) fir aSr Sat, 
h = ——— 


sonst, 


wo A,h’,c positive Konstanten bedeuten, d.h. für 


ar 


y=-— 


pee: Se 


und für 


= fe a)y'dx+ fe ayy dx-+ f yd + 


a— 


a—-hs #54, 








et te A) he 


IE Ie 
Ec 6c 
ee 2): 
IDG Cc 
7 iad 


assxsath, 





Ir (z- u)’ — nr (x—a)’+c, 
6c 
he a a)’ Rz WAL (x a), 
128 6c 
Ag) 
ath’ ath’ 
dx 


a—h a 





N Er ree ba Ae EL NER 
hate Be. eee en nd 
Nun setzen wir 
=i, 


dann erhalten wir 
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Wenn man % im absoluten Betrag hinreichend klein wählt, dann wird / 


negativ. 


Oder man kann die zulässige variierte Kurve der C’” Klasse y folgen- 


dermassen definieren : 
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y— (4 a+ h)\(e—a)— = (x-a) + =} fir a-ı<r Sa 


/ 12 
9= (aM) r-a) + Ma (w—a) + a LEN in, Pe nd 


y= 0 sonst ; 


d.h. far a-ıSı=Sa, 


mAs U NE MI DE NA RL 372 =| 
9-%|@ ay 5 (@ ayh+ ur ayl?+ 6 
y= = E (r-a)'+ 10(4—a)h + s(@- a) | 


y= = | 20 (x--a)’+ 30 (r-a)’h + 10 (x— ae | 


und fürraSı Sat/, 





EMO ae he ee am © 
= | Ce a) = @ a) + : (z-a)’h z 
y=- ns (x— a)! — 10 (x-a)’W + 5 (wa) | 

DEE 
y= | (a—a)’— 30 (x-a)h' + 10 (x-a) | 








te Bi I 30° | I I ] 
a, 4 is y(t oa He 
Wenn man =,” setzt und / hinreichend klein im absoluten Betrag ist, 


dann wird / negativ ausfallen. 


Beispiel II. yee if (yP+ yP) dee. 
X] 


Für y=o erhält man 
0) = "0; 


Mr 2& (7a Bo. 


nat 


x2 
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Man kann auch leicht beweisen, dass die Weierstrasssche & Funktion für 
das entsprechende Mayersche Problem immer positiv ist. 
Nun nehmen wir eine Zahl a die zwischen x, und x, liegt und defi- 


nieren die zulässige variierte Kurve folgendermassen : 


y=(x-a Horte) für a-ıSrSa 

y= (ea) + 2a) 26 für a Sr SatiW 
2 

y=0 sonst, 


dann berechnen wir den Wert des Integrals für diese variierte Kurve 5 


WAS eg 1227 Ora Core 
I= a) es TE eee Row 





Wenn man //=/? setzt, erhält man 


12% 126 Ga (ey ar 


J= ie + VIE 77 Ze 77 7B? 





und wenn man % im absoluten Betrage hinreichend klein wählt, dann wird 
das Integral negativ. Deshalb lierfert y=o kein Minimum für das Integral. 
Wenn man die zulässige variierte Kurve der C’”’ Klasse folgendermassen 


definiert 


fir a-ıSı Sa 


= (#- a+h)(x-a) — 4 (v-a) + 5 


= (ea W)\(x—ay + X (4—a@) + in fir as r Sat 


re sonst, 


dann erhält man 


LOB ot OC SOG id BO ee 
Wiss 3573 si 354° 2 -3879876h' 3879876h'* 
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Wenn man //=/? setzt und % im absoluten Betrage hinreichend klein 
wählt, dann wird das Integral negativ. Deshalb liefert y=o kein Minimum 
für das Integral. 

Die Eulersche Gleichung ist in diesem Falle leicht integrierbar und 


zwar in der folgenden Weise : 


wo C eine reelle Konstante bedeutet. 


Wenn man 


setzt, dann reduciert die vorhergehende Differentialgleichung auf die folgende 


g=vp-co-d, 
wo d auch eine reelle Konstante bedeutet. 


ba dp bees pray) 
x J SE STIPE SoS 


sind die Parameter-Darstellung der Extremalen der zweiparametrigen Schar. 
X2 
Beispiel II. = fie aya i") da, a = Ge 
HY 


Man soll das Minimum des Integrals / unter den Bedingungen 


11g) Zoe), 
HE eR DCA Ae 


(4) = 0, y'(%) = 0 
diskutieren. 


Für y=o erhält man 


pe 


ee a nn 


Einige Bemerkungen zur Variationsrechnung. 223 
WERE, 


x2 
— 2 fe- ayn ae SO. 
Xx 


Deshalb verschwindet die erste Variation für y=o und die zweite Varia- 
tion ist immer positiv. Nun wollen wir eine variierte Kurve folgender- 


massen definieren : 


= (0417 § le aye 198 = (a a)? — a5 (ea) + = 


fir a-ıSıSsSa, 


20 IO 2 
= («—a- m): }7° nz. a) + BG Sa ne a) + En 
für aSır Sat), 


Bas, sonst. 


Dann erhält man 


wo K, K’ die positiven Zahlenkonstanten bedeuten. 

Wenn man //=/? setzt, und / im absoluten Betrage hinreichend klein 
wählt, dann wird das Integral negativ. Deshalb liefert y=o kein Mini- 
mum für das Integral. 

Ich möchte in den folgenden Zeilen diese Aufgabe nach der Weier- 

- strassschen Methode im einfachsten Falle behandeln und das Mayersche 
Resultat erreichen. Ferner möchte ich zeigen, in welchen Falle man sicher 
auf die Existenz des Extremums schliessen kann. 


Es sei @’: y=y(x) die Extremale des Variationsproblems 


fy CET as woe G1) ies 


die in den Grenzpunkten die Bedingungen 
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y (4) = J) (#2) = Vs, 


Yir,) =y, 3! (42) =, 


el) — Wy Samed ey ON ay ay Par 
erfüllt. 


o 


Wir nehmen irgend einen Punkt A, auf dem Extremalenbogen und es 
sei ©: y=7(x) irgend eine Kurve von der C™ Klasse, die die Kurve © 
im Punkte 2, in der »— 1° Ordnung berührt. 


o 


Nun nehmen wir auf der Kurve © einen Punkt /,, dessen Abszisse x, 


=+,;—h (h > ©) ist, und wählen » Funktionen 7,(z), 7(%), ......7.(2) der C™ 
Klasse, die die Bedingungen 
Hs (2) 10, ne) zo Ty, ars, 
na) = 0, Hel (A) = Op ern 9 Cena 
MI), = 0, 7707) RE. ne O(a) = 0, 
7: (#3) 72 (4s) Zin (3) 
7%) 72 (3) in| (5) 


|. re ne 


ke) N) ... Na) | 


erfüllen und betrachten die Schar von Kurven 





He) = He) + ml) +) + +), 


WORTE Er ¢, n kleine Konstanten sind, welche sammtlich in Punkte 
P, einander in der z— 1 Ordnung berühren. 

Dann kann man eine Kurve © dieser Schar so bestimmen, dass sie 
die Kurve © im Punkte P, in der »— ı!® Ordnung berührt, wenn / eine 
hinreichend kleine positive Grösse ist. 

Um die Gleichung dieser Kurve zu erhalten, müssen wir &,, &, ...... &% 


so wählen dass sie die folgenden Relationen 


WI (a5 —h) +89 (Mt 89 (%p—H) + 1... + 89n (43-2) =I (3 —/) 


a notes 


5 Ars 


Ba Bi Are a en Tara ae ee ee ne 
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I (Hs => h) 9 £91 (% = h) + 79 (43 I h) Mer ar EnNn (X3 == h) =P (4, oa /) 


yr HK h) ee ae D— 7) 1 ens" (4,— h) cia &6 enn (4, — h) — YUa— h) 


erfüllen. Wenn nun die Kurve © das Minimum für das Integral liefert, 


dann muss die Ungleichung 
fi “ty vr aly fr 


wo iy bezw. die Integrale längs der Kurven G, 6, © bedeuten, für den 
hinreichend kleinen positiven Wert von / erfüllt sein. 
Nun kann man = 7 
Ju ar S13 <> Ss 


folgendermassen in zwei Teile zerlegen : 


x3 


Fat Js — Sa = [165,537 4&.9.9..,®)} dr. 


+ 


Das erste Integral kann man folgendermassen setzen : 


x3 
: fire Mit es 93+ 20. FE, Mn) bt Sy (6191+ 2 yet +7) 
0 








a tes eeccee Se a (e, Hee oF © 7 (7m) 4 ... En 7) Sa, ax 7 (&, £2, ase aan 
My? af yn esl Qe Fa) 
=> re = Sees Basi SC Mok ll — m - e €o No ru n On 
| age + Tr amt Met. + en Mn) 
Af yr n—2 thee (n) Fr Bi 
ae Gi rn + (- 17? 2) (en ts. ten) 
Bad: 
en nf + EHEN "H... + 7.) | te (eiregnne,)a 
XL 


WO (€,, &...... &,)o eine unendlich kleine Grösse zweiter Ordnung in bezug 
auf ¢,, &... &, bedeutet. 
Aus den Ausdrücken für &, ¢...¢, ergeben sich die folgenden Rela- 


tionen 
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RE) Hee =") A HA) 


HE) RE. 
A he y/ 3 
& 1 ie) + &, 2) Ten BOT En no) =+ (i? —y3”) = a" h(h) 


eee rer Ener LPT nn eee 


wo (7) eine mit 7 verschwindende Grösse bedeutet: folglich erhalten wir 


für das erste Integral den folgenden Ausdruck : 


— (Jy) fm) [a5] 2 + % (LZ). 


Das zweite Integral kann man durch den zweiten Mittelwertsatz der In- 


tegralrechnung folgendermassen schreiben: 


x3 


fire II) —SF (HII oe Y)} dr 


N 


= i fm] — fle} + 00. 
Endlich bekommt man die folgende Relation 
Sis + Ss — Is = he AF [a] FL — GP — I) AL] + AM, | 


und daraus ergibt sich als eine notwendige Bedingung für das Minimum 


die folgende Ungleichung : 
T (4; Is Is» Be Fs —S (Hs, Is Rue = 
— (ON LI ve I) ZO, 
. Le wenn man die Funktion £ en definiert 
&(&, 9,9’... 1°, Pas Pn) 


=f(z, VIE TN DE) EIN, VD, Pn) —(Pu—Pn) FE I ol RD 


dann muss die Ungleichung 


DEI VE) 
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für jeden Punkt x auf dem Extremalenbogen © und für jeden endlichen 
Wert von 2, erfüllt sein. 
Nun nehmen wir an, dass ein Bereich (€,7) in der xy Ebene, in dem 


eine und nur eine Extremale durch die Grenzbedingungen 


ya) =, IO) = 7; (1) 


pee (a) at DZ PINE) = neh) 


für jeden endlichen Wert von 7, 7,’... 7%) bestimmt wird, gefunden ist, 


dann ist das Integral 


5 
(FEI aero) dx 


wo y=y(x) die Extremale bedeutet, die die Bedingungen (1) erfüllt, eine 
eindeutige Funktion der Variabeln ¢, 7, 7’... 7 in diesem Bereich. Wir 


wollen diese Funktion mit 


A577) 
bezeichnen. 


Es sei 
J = Y(@ arte 6, 0, oe er, 3 N, 7; RR, ras) 


eine Lösung der Eulerschen Gleichung, die die Bedingungen (1) erfüllt, 


dann 


VA (a; a, b, 0, one De, & %; Yip ove Tee) == b, 

Y"(a; OnE ae SO ae 1, Ti ven 7) = #, 

ya) (a Rye} b, 2, BE DD, & 7» 7, a 7) as gor), (2) 
ART ze TE Oey Sy My hs neh. Ray, 

VIE; a, BB. B?, Ein, of oe) = 7, 


POR e Ton oe TE TEE ETTF ODED ROHES 


Le SE ROn OR Ce ee TREU ae a) beer 
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ausserdem setzen wir wie folgt 
VO; a, dd... 6°, 8, 0, 11, ae YD) = DE, 7,0 | 


Nun wollen wir die »+1 partiellen Differentialquotienten der Funktion 


7, nach 9,75» 7, berechinen 2 
& 
U(E, N, a FC y, Ve PN de, 
a 


OU = ae ee ee fi oY oy! be 
Ee LET ae PD) Fie + Ty GE ati ) JE dx 
a 





Nach geringerer Umformung erhält man 


‘AU u 4 ’ „(n—1) 
oe Sis, 7), 7) y 00-7) Pa) 





0 Y is iy fr on Red. en 
+ | ae re 7 + ZT + (—- 1)" en 
Da I „de Ao} 
7 DE | VE y WERE + .on00e. an ( I) de? 
0 you-r) id 
+ coccoerecsoesetccs a Em |, : 


Wenn man die Gleichungen (2) nach & differentiert, dann bekommt man 


(+ ) Bet (7) Bi roe) Beas 
“OE an ’ oe Be a RI OE any , | 
oY EER , (=) Ben, (SF 79) oleae 
(57),= 72. oe): We Ta | 
folglich erhält man 
0U n „(n—1) 
“OF EG.) ’ ...f »Pn) 


Ar yr fr hd a n—1 en | 
ET en +(-1) 2 





= Ez 
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df, IH 
mes (sina et 
7 1% dx FE 


..oroonostr0.a 


In gleicher Weise kann man ——, —, 





aU = = Ly: as St otk 
ay ws ax 

aU ar: 
Die 


n—2 a” ji) 
er) Er], 


m: 


1) aie ee 
gn? y=Y 
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Nun betrachten wir eine Kurve ©: y=J(x) im oben characterisier- 
ten Bereich, die den Punkt (a, 4) mit dem Punkt A(x, y) verbindet, und 


deren Richtungstangenten in den beiden Punkten A, und A 0, 0”... 


bezw. y’, 7” 


Br) 


yf" sind. ‘Nun nehmen wir zwei Punkte P, P’, deren Ab- 


szissen x, bezw. ++ sind, auf dieser Kurve, und betrachten zwei Extre- 


malen, die die Kurve © im Punkte A, in der (z—1)*" Ordnung berühren 


und die Kurve © im Punkte P bezw. P’ in der (x— 


rühren. 


Dann erhalten wir 


J PP ae U {x, (4), (2), see 


und Jp,pı= Tat hey Wet h) Eth), I 


za) 


D4 h)}. 


Nun ist die Summe der beiden Integralen 


paw 


fo längs der Extremale 


und if fax 
PP, langs der Kurve GC 


1)" Ordnung be- 


eine eindeutige Funktion von x und wenn wir diese Summe mit K(x) 


bezeichnen, dann erhalten wir 
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x+h 
K(«+h) — K(x) =/p,p —J pp - { 43, Dir y”) ax. 
x 


Bei dem Grenzübergang erhält man 








dK a/ pP > a: 
A aM she FP 
und YU Pyp = aU , dU dy ae ou ah + or. + 0G ia 
dx a OP de Oy De 


ae MCA N) > (Dr- J) Fy (2,7, Pass 


folglich erhält man 


Js — Je = KA) — Ka) 
& f {F(, 5H yee Pu) - FAIR) — (IN) Ff (4, FyreePa)} dr. 


Wenn deshalb in der oben charakterisierten Nachbarschaft der Kurve © 
die Ungleichung 
EDI +3 Pw IM) ZO 
für jeden endlichen Wert von 7 erfüllt ist, dann liefert © das Minimum 
für das Integral. 
Zum Beispiele kann man in den folgenden Fallen sicher auf die Exis- 
tenz des Minimums schliessen : 


Man soll das Minimum des Integrals 


1 
for’) ax 
0 


unter den Bedingungen 
y(o)=0,  %"(0) = 0, 
y1I)=9, (1) = 0 
betrachten. 
Die allgemeine Losung der Eulerschen Gleichung lautet folgender- 


massen 
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| PrHoart+ br +extd. 
Wenn man alle Extremale, die den Bedingungen 
0) 21041 rg) i= 
geniigen, betrachtet, dann bekommt man die folgende Extremalenschar: 
yv=ar + bx. 
Wenn man die zwei Gleichungen 
Y= ax* + br, 
y= 3ax? + 26x 
ade a,b auflöst, dann erhält man 


poate 37 Hey" 
43 ’ x? 


und folglich 


Ue f {(6ax+ 26)? + (6ax+26)} dr 


2 y'? — 122yy! + 127" 
a ey, 





Wenn man die partiellen Differentialquotienten von U nach x,y,y’ 


berechnet, erhält man Folgendes : 








BE as PANE OY ge 
Ox 25 
/ 
OU = —i2 REE. = 27200 
oy x 
OR Say! — 127 TS 2 (0220222) Fr 
Oy! = 
aK 


AR = (7! —b6ax—26)'= 0. 
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Deshalb kann man sicher darauf schliessen, dass die Relation 


7 (1) 2/(0) 


gilt. 
Beispiel II. Man soll das Minimum des Integrals 
A | 
J (1? ig!) ar 
0 
unter den Bedingungen 
Y(O} gO, (0) et 0), 


WIV=0, y(tI)=0, y(t) =0 
betrachten. 


—— BE 


Die allgemeine Losung der Eulerschen Gleichung lautet folgender- 


massen 
yr=aet+ b+ cP +dP+ ext. 


Von den Bedingungen für x=o, erhält man 
J = OFe = 0; a= 0. 
Wenn man die drei Gleichungen 


Yin et er, 
¥ = 5ax* + 462% + 3cH, 


y" = 20a + 12627 + 6cx 


nach a, 6,¢ auflöst, erhält man 


“es an 2 

209 — Bay! + 277" 

ee 
2%: 


und folglich 
CBA I") 


_ 7207 +9 x y'P+ 120 2997" — 72 ry y" + 192 vy”? — 720 27 


a 


129 — 64y! + ay" re 14127! — 2x°y"' 
’ 1 ey SK 


PE ee a a 


+ yy" 
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OU _ __ 3600 9° + 576 2’y"’+9 y?— 288 zyy’ — 144 2°y’y" + 360 ap! 
Born» 2 = 
Te 36 ag 
se = 240 a, 
sar =r 2 (120 ax+ 24 D), 
nn. = 2 (60 a7? + 24 64+6c) +1, 
Is, 4] pp _ (zum. zn 
aan Ale a 


= (7/"—60 a#— 246 x—6cY =o. 


Deshalb liefert y=o das Minimum fiir das Integral. 
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